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Prefata

Culegerea de probleme se adreseaza cu precadere studentilor din
anul I 5i Il de la Facultatea de Matematica - Informatica, putand fi folosita
insa si de studentii facultatilor cu profil economic sau tehnic si, de ce nu, de
elevii din ultimul an de liceu, care se pregatesc pentru examenul de
bacalaureat sau pentru admiterea in invatamantul superior.

Autorii si-au propus sa descrie pe scurt cele mai importante metode
de calcul integral, dezvoltdnd si generalizand integrale ce apar in cursurile
de matematici superioare din anii 11 §i I111.

Culegerea are un scop didactic, acela de a oferi cititorului un
numadr cdt mai mare de exercitii rezolvate, oferind mai multe solutii de
rezolvare a acestora.

Fiecare capitol este insotit de o scurtd prezentare teoreticd §i
completata cu exercitii rezolvate §i propuse. Calculele sunt fdcute
amanuntit  iar  problemele propuse sunt insotite de indicatii

corespunzdtoare.

Autorii






1. INTEGRALA NEDEFINITA

1. 1. Generalitati.

1. Fie J < R uninterval si f:J — R. Se spune ca f admite primitiva pe
J daca exista o functie F:J — R, astfel incat:
(i) F derivabila pe J

(i) F=fped

2. Functia F se numeste primitiva lui f, iar multimea tuturor primitivelor
lui £, notatd I f(x)dx, se numeste integrala nedefinitd a functiei f, vom

nota:

F(x)zj‘f(x)dx-FC

unde C este o constanta reala aditiva.

3. Daca F si G sunt primitivele a doua functii f sig definite ca mai sus,
iar A si x4 doud numere reale, atunci:

J‘[/lf(x) + /zg(x)]dx = /1F(x) + yG(x)
sau pe scurt:

I(/ler,ug) =AF + uG

4. Operatia de determinare a unei primitive se numeste infegrare. Integrarea
functiilor se face cu ajutorul tabloului primitivelor functiilor elementare.

5. Metoda schimbarii variabilei §i metoda integrarii prin parti permit
reducerea integralelor nedefinite la cele din tablou. In continuare, vom
presupune ca functiile care apar sub integrale admit primitive pe domeniile
indicate, daca intervalul de integrare nu este dat, se va considera domeniul
maxim de definitie; prezenta constantei C se va omite; n va desemna un
numar natural, iar q, b,...,a, , ¥ >0 sunt constante, presupuse date.



A. Tabloul primitivelor functiilor elementare

1. Ix“ dx=2

.

o

e

N

~

10

J‘sin X

a+l

x+1

, XeR, a=#-1

*

a. a=-1 J.ldlenx, xeR
X
1 dx
b. a:—a .‘-\/,—2\/_ x>0
c. a=-2 J.dexz—l, x#0
X X
d a=-n j ! dx=— ! -,
x" (n—l)x”
X ax
ja dx = , xeR a>0, a=l1
Ina

a. a=e, je"dxze", xeR

. Isinx dx=-cosx, xelR

Icosx dx=sinx, xelR

2

= arcsm —

o [

X
= —arccos—

b J‘ dx
' Nva' -x’ a’

|x|<a

x| <a

x#0, n>2

dx =—ctgx, xeR\{kﬂ/keZ}

Icoizxdx: tgx, xeR\{(ZkH)%/k ez}



X+\/X2 —Clz

|x|>a

=In

b

d
8. jﬁ

dx
9. —zln(x+\/x2+a2), xeR
J.\/x2 +a

dx 1 xX—
10. =—1In ,  |x|#a
'|‘xz—a2 2a |x+a | |
11.a. J 2dx > =larctg£, xeR, a#0
x*+a° a a
b. I 2dx > =—larcctg£, xeR, a#0
X +a a a

1.2. Schimbarea de variabild la integrala nedefinitd

Fie I,JcR intervale, iar fsi ¢ functii definite prin compunerea

[—2 57— L R, astfel incat:
(i) ¢ derivabila pe 1
(ii) f admite primitiva pe [
Atunci functia (f o @)’ admite primitive si vom avea:

[7(0(x))¢'(x)dx=F(p(x))+C, CeR
sau pe scurt :
[(fop)p'=Fop+C, CeR.

Observatie
In aplicatii este util sa tinem seama de:

11



B. Tabloul general al primitivelor functiilor compuse

¢Ja+l (x)

L Jor (e (ma=C 0 g
a a=-1 jz'((j))dx:ln|¢(x)|, o(x) %0
boa=-1 q;((i))dxzz o). o(x)>0
s ey o
amon [y
2 Ia¢(x)¢’(x)dx=£;z(;), a0, axl

2'. a=e, J.e"’(x)go'(x)dx =’

3. jsin @(x)@'(x)dx=—cosp(x)

R

Icosqo(x)go’(x)dx =sing(x)

'(x
5. Isinz((o()x)dx:—ctg(p(x), xeR\{kz/keZ)

[®)

. J‘%dx = tggo(x), X€ R\{(Zk +1)%/k € Z}

~
—
Q‘
—
=
~—
&

= arc sin——~, |go(x)| < qarcsin @

12



1. a. f—?'(x)dx Larerg 20

=—arctg——= 0
F)ra a7
11.b. I%z—éarcctg@, a#0

Daca tinem seama ca ¢'(x)dx=dg, atunci legatura intre tablourile A si B

este data de:

[£(0(x))¢ (x)dx=[f(p)dp=F(p)

Uneori pentru simplitatea scrierii notdm:
u=¢(x) .. ¢'(x)dx=du,

J.f(go(x))¢'(x)dx=‘[f(u)du =F(u)

Observatie

jf(x)dxzF(x):jf(ax+b)dx=él’(ax+b) Va,beR

13



Aplicatii directe

1. a. j dx lln|ax+b|

ax+b a

B 1 (ax+b)n+1
b. b) dx=—~—"—
j(aer ) dx PR—
1 1
C .
J- (ax+b)" (n-1)a (ax+b)'H

2. Ie”x dx = le“x

a

3 J‘L iJ‘L—ilarct arct ﬂ
e e P éz a b gé gb
a a a
b
4‘.‘ dx _1_[ dx 1lnx5 11|ax b|
b a , (b > a 2 b x—i—é 2ab |ax+b|
i a a
(a#0, b#0)
5 J‘ dx =—ln X+— +4/x +bi
\/aszer2 , a
x +
sau daca notaim ax=u . :—du atunci:
a
.[ I —lln(u+\/u +b2)=lln(ax+\/a2x2+b2)
\/azxz—i-b2 Vu —i—b2 a

Modulo o constanti aditiva, cele doud primitive coincid. Intr-adevar
1

2 2
—ln(ax+'\/azx2 +b2)=lln a{x+ x2 +(2) ]zlln a+lln[x+ x +(é) J
a a a a a a

6. I\/Tz—lnax+\/ax -b*

14



(x—a) +p* b
dx 1. |x—a-pf
8. =— , #0
I(x—a)z—ﬂz 2b x—a+,8 ﬂ
dx 2
9 j - —ln(x—a+ (x—a) +p )
(x—a) +
dx 2
IO.I - =Injx—a+\(x—a) -
(x—a) - p
Pentru exercitiile 11 si 12 vom nota & = p* —4q, discriminantul ecuatiei de
gradul doi:
X +px+q=0
Astfel pentru:

2 —\2
a. <0, X' +px+qg= x+£) + NS
2 2
2

2
b. §>0, x2+px+q=(x+£j _(QJ

2 2
dx 2 2x+p
11. a. = t , 0<0
Jx2+px+q \/Sarcg =0
b [ L 2erpNe s
X"+ px+gq Js 2x+p+\/5

12. a. JLzln(x+£+«/x2+px+q), 0<0
X+ px+gq 2

b. J‘Lzln x+£+\/x2 +px+q|, 6>0
X+ px+gq 2
Observatie
Daca in egalitatea _[ f(x)dx=F(x) luam F = f,atunci are loc relatia:
[r=r

15



Aplicatii directe

1. Ixxfz =lj(ln(x2+a2))l dx=%ln(x2+a2)

d 2x d. !
2. J‘\/% J ;era I(\/x2+az)dx=\/x2+a2

xdx 1 R R
3. jx+a) B 2I(X2+a2jdx 2(x2+a2)

Exercitii rezolvate

Sa se calculeze primitivele urmatoare:
In x

1. I—dx x>0

Solutie 1. Alegem ¢(x)=In x, iar ¢'(x) _L
X
Astfel:

J ln_x"x Jo(x)¢/ (x)dx = ¢22(x) ~Lnx

. A, 1 ' .
Solutie 2. Intrucat —=(In x) se obtine:
X

jln xd ZI(IH;XJ dxzélnzx

Solutie 3. Notand In x=¢ si diferentiind in ambii membrii, avem ldx =dt
X

Apoi:

2
In” x

jln—xdx jtdz:%

N | =

<2
4

) J‘ dx
Jo—16x2°

Solutie 1. Alegem 4x=t, iar dx= lalt, a=3.

I dx = J' dx I arcsm ! = larcsin (ix]
\/9—16x2 \/32_(4 \/a _ 4 a 4 3

16




Solutie 2. Observém ca integrala data se mai poate scrie:
_[ 1 I dx

x 1 .3
——arcsm =—arcsmzx

9—16x"

Notand « :% obtinem:
p Rt

dx
3. |——
j(l _ 2x)100

Solutie. Notam 1-2x=¢(x), iar ¢'(x)=-2; atunci:
—100+1

J‘dx lrg 1 ¢ 1 1 1
(

1-2x)® 209" 2210041 2:99 @7 198(1-2x)”

_[ x dx
1+x*
Solutie. Notdm x* =@, a=3, iar (p' =2x, apoi:

X dx 2x dx p 1 x’
I 2 :—I :—I arctg—:—arctg —
+Xx a’ + 2a
9 @ 3 6 3
5. IM, a+bsinx=0
a+bsinx

Solutie. Notand sinx =¢, integrala datd se rescrie:

I di =lln|a+bsinx|
a+bt b

I cosx dx a.b#0

a’ +b’sin’ x’
Solutie. Cu schimbarea sinx =¢, integrala devine:
I i =lj dt =l l ctg— =larctgg
a+bt bl (g , b oa a a a
( b ) ! b b
Prin urmare, revenind la notatia initiala:

.[ cos x dx —larctg bsinx
a’+b’sin’x a a




7 J- e“dx
Ve +5

Solutie. Notand e* =¢, a= NG obtinem:

I%zln(hﬂ/ﬁ +a2)=ln(ex +/e** +5)

J‘ e dx
Ja—e’
Solutie.  Notam +/4-¢’* =¢t, de unde rezultd e =4-¢’, iar prin
diferentiere 2e*dx =-2¢ dt, astfel:

J‘ 2xdx B tdt:—jldt—— __Ja_o

e <4

dx

9. [————

sin” xcos” x

Solutie. Intrucit sin®x+cos’ x =1, integrala se poate scrie succesiv:
1 sin® x +cos’ x

J dr=] o de=[ =

sin’ xcos® x sin® x —cos’ x cos’ x

dx+_[ dx=tgx—ctgx
sin® x

10, [ 2 i

J1+cos' x

Solutie. Alegem cos’ x=t, iar —2sinxcosxdx=dt. Cum sin2x =2sinxcosx,
vom obtine:

sin2x 2smxcosx dx dt
=—1n(t+\/1+t2)
J‘\/1+cos x h+ cos x J.\/1+z‘2

sau in varibila initiald

sin 2x
=—ln(cos x ++1+cos* x)
J‘\/lJrcos X

a. thzx dx

b. I(tg3 x+tgx)dx

Solutie. Sa observam ca 1+tg”x =(tg x)’ . Intr-adevar:

18



) sin®x  sin’ x+cos’ x 1 '
l+tg"x=1+—75—= 5 =— =(tgx)
Cos” X cos” X cos” x

Astfel:
a. _ftgz x dx = j[(l +tg’ x) —l]dx = _f(l +tg’ x)dx —Idx =

=J.(tgx)’dx—x=tg X—Xx

b. I(tg3x+tg x)dxzj.tg x(1+tg2 x)dx:J‘tg x(tg x), di = tgzzx

12. jm+m

dx, |x| <2
Ja-—
. ~ .. f+g 1 1
Solutie. Observand ca integrantul este de forma —==—+—,
e g
putem scrie:
V2-x+ \/2 +x 1
——dx= X + dx=2|\N2+x—-+2-x

S-a tinut seama ca:

dx !
a.jmﬁj(\/m) dx=2Ja+x,
iar
b [ =2 (Va) dv=-2ax

dx
13, | —————, >a>0
J.\/x+a—x/x—a |x| ¢
Solutie. Integrantul se mai poate rescrie:
1 _NXtat~Nx—a 1 [m \/7:|
Jxta-x—a (x+a)—(x- a)

iar, dacd tinem seama ca:

2 3
a. j\/x+a dx=§ (x+a)

2 3
b. I\/x—a dx=§ (x—a) ,

atunci:

= s ) (e | () (V=)

19



14. jsmx‘h, xeR\{(2k+1)%|keZ}

COS X
Solutie. Notand cosx =t¢, —sinx dx =dt, integrala se rescrie:
Isinx dx dt 1 1

_2_—

cos’ x t© t cosx
dx
15, |—————, x>0
by
Solutie. Notam:
1
Ledx =p(x), ¢'(x)=——
x=p(x). ¢'(x)=7 T

apoi:

dx _zj(l’ x)dx=2ln|go(x)|=2ln(1+\/;)

dx
IJ;(1+J;) fzf 1+/x (x)

o (1-+x )2
.|, x>0
e
Solutie. Dezvoltand la numarator, integrala devine:

J(l—\/;)z dx:jl—zJ}er 1 1 1 £

di=|—dx-2|—dx+|—=dx= —2ln x=
x\/; x\/; jx; '[X '[\/; _§+1
2
——i—Zln x+2\/;
Jx

Solutie. Alegem x =u, iar =du. Apoi scriem:

J-sm\f
Ix?
18. .[xlexS +5 dx

Solutie. Efectudm schimbarea de variabila:
20

dx
R}

dx = 3Is1nt dt =-3cost = —300s\/7




N +5=us x* +5=u’ . 3x°dx = 2u du.
Rescriem apoi integrala sub forma:

Ixlex3+5 dxz%fuiu duzgj‘uzduzg % (x +5)

19. IL x#a, x#b
X

—a)(x—b)’
Solutie. Integrantul se poate rescrie si sub forma:
1 1 (x—a)-(x-b) 1 1 1
(x—a)(x—b) “b-a (x—a)(x—b) _b—a[x—b _x—aj
Prin urmare:
dx |x b|

J‘()c—a)(x—b):b |x a|

20. |

dx
m, xe(O,a)

Solutie. Deoarece:
CZ2 a a2 a : a :
ax—x" =——| X’ +2x—+— |=| = | | x—— =bz—(x—b)2
4 2 4 2 2
cu b =% integrala data se rescrie:

. X .
= arcsim = arcsin

dc dx
J‘\/ax—xz _I\/bZ_(x_b)z b a

dx
21.
'[ VJ1-x? arcsin’® x

Solutie. Notam arcsinx =¢, unde

De aici rezulta ca:
dt 1 1

J‘ dx 3 J-
V1= x? arcsin® x £ t arcsin x

X+ arccos x x ( 1 1)

22. j T o,

VI=x?

Solutie. Integrala se mai poate rescrie sub forma:

21



I=

J‘ X+ arccos x J‘ arccosx

* J\/1 NI

unde:

=—arccosx

Pentru a doua integrala, se noteaza ¢ =arccosx, iar dt=-— , astfel ca:
1-x
2

dx = —It dt = —t? = —%arccos2 X

J- arccos x
NI

1 >
1= —arccosx—zarccos X

arctgx 2

e +xIn(1+x")+1

23.I (2 ) dx, xe[O,Ej
1+x 2

Solutie. Notam [, integrala data, care se va scrie:
arctgx

e x dx dx
I= +

-[ 1+x° f
Pentru prima integrala, alegem:

dx
1+x

dx+.|.ln 1+x )

1+x° 1+x°

X—>t . t=arctgx, dt=

2

astfel:

earctgx
J. 5 dxzj.e’dz‘:et
I+x
sau in variabila initiala:
= earctgx

Pentru a doua integrala, notam:

In(1+x*) =1 Zxdx _
1+ x?

asa incat:

[in(1+x )1x+d" =—jtdt =%ln2(1+x2)
X
Ultima integrald este:

I & _ arctg x
1+ x*
in final:

1
I =e""%" + —In?(1+x?)+arctg x
I (1 x7) +aretg

22



24. Ix3\/x2+1dx, xeR

Solutie. Notam x* +1=¢, iar x dx =t dt. Mai departe:

fx3\/x2 +1 dx =J.x2\/x2 +1dx = I(zz —l)tzdt = j(t“ —tz)dt :%-%
sau in variabila initiala:

Ix3m dx=%w[(12 +1)5 —%.[(xz +1)3

25. I(x+l)3 X%+ 2x + 5dx

Solutie. Notam I integrala dati. Observim ci x* +2x+5=(x+1)" +4.
Schimband x+1=u, iar dx=du, integrala devine:

I=Iu3\/u2+4-du

apoi alegem > =u’ +4, cu tdt =udu, astfel ca:

szuzx/m udu:j(tz_4)t2dt:J't4dt_4j't2dt:§_gt3 -

I—l\/ \/u +4)

In variabila x se obpne, in final:
=1 (@ +2xes) -2 @ 200s)
5 3

Exercitii propuse

1._[ ! dx, x>e
xInx

R: ln(lnx)

>

2_[ dx
Jaxr -1
R: %ln‘2x+\/4x2—l‘

3. J‘i/(2x+3)}dx

R: %5(2x+3)8

23



—9x*’ 3
R: —iln 3x 1
12 |3x+1
S'I sin xdx . xcR
3—-2cosx

R: l1n|3—2cosx|
2

sinx —cosx

6. [Snxreosx, - [z 7
4 4
R: ln|sinx—cosx|
7. Isinxcos3xdx, xe| 22
4 4
1 4
R: ——cos™ x
4
2
5, [ xeioazj
I+tg x 2
R: ln(1+tg x)

2x

9. ¢ , xelR
J.9+e4)‘

2x

1 e
R: —arct
3 & 3

10. jL, xe(l,ej
xV1=In? x e

R: arcsin(ln x)

2x+l +5x+1
11. IT

. 2 B 5
" 5In5 2°In2

dx, xeR

24



12, dx s
' \/2x+1+\/2x—1’ 2

R: %(\/(n 1) =J(2x-1)’ )

13. I sin 2x xeR

—dx,
J1+cos® x
1
R: —E\/I +cos’ x

14. [S5%dx, xeR\{kr|keZ}

sin’ x

1

sin x

R: -

x>0

dx
> J‘\/;(1+x)’

R: arctg\/;

dx
16 J‘m, x;tO, X *—a
R: l1n

a

X

X+a

dx
17. I — xe(0,2)

\2x

R: arcsin(x—1)

dx
18. Im, XER\{—L 5}
R: —llnx_5
6 |x+1

19. I(tgz x +tg* x)dx, xe (—%,%)

1
R: —tg’x
3g
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X +arcctg x

> xelR
1+x

20. |

b

1 1
R: —In(1+ x*)——arcctg’ x
2 ( ) 2 &

x+lr1(x+\/x2 +1)
Vx? +1 ’
R: \x* +1+%ln2(x+\/x2 +1)

21._[ xeR

22.jx5\/x2+1 dx, xeR
7 5 3
R: %(\/xzﬂ) —%(\/xzﬂ) +%( x2+1)

23. I(x—l)\/xz -2x-3dx, xeR

1
R: 5 ( 2—2x—3)3

24. I = xe(O,l)

xdx
V242X -
x* =1

3

1 )
R: —arcsin
2

dx
e +e
R: arctg(e’”)

xelR

25.

1.3. Integrarea prin parti

Fie wu,v:IcR—>R (I interval) doud functii derivabile cu derivatele
continue pe /. Atunci are loc relatia:

J.udv=uv—J.v du

numita si formula integrarii prin parti.
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Exercitii rezlovate

1. Ix e'dx, xelR

Solutie. Alegem dv=e"dx, u=x, deunde v=e¢" si du=dx.
Astfel:
Ix e'dx=xe" —Iexdxzx e’ —e" =(x—1)ex

2. lenxdx, x>0
. dx

Solutie. Alegem dv=x dxsi u=Inx. De aici, v= % Sl du=—.

X

Apoi:
x’ 1 1
lenx dx——lnx——J.x —dx——lnx——Jx dx =
2 2 2 2

X

2 2
X

=—lnx—lx2 =i(21nx—1)
2 4 4

3. Ixarctgx dx

Solutie. Notdm u =arctgx si dv=x dx. De aici rezulta:
2

1v="r

¥ 2

du =
1+ x2

Integrala devine:

2
X
I:=|xarctgx dx=—arctgx ——
'[ 8 2 8 '[1+x

J
unde:
1+x) 1 1
J= —dx dx = x—arctg x
'[ 1+ x? I( 1+x2] g

Inlocuind mai sus pe J, se obtine:

I—garct x—i
2 & 2

4. Ixze dx

Solutie. Notam I integrala datd. Alegem:

u=x> du =2xdx
=
dv=e"dx v=e"
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1= J.xzexdx =x'e" — 2Ixexdx
unde integrala din membrul drept este (vezi exercitiul 1)
J.xe"dx = (x - l)e"
in final, rezulta:
I=xe" —2(x—1)ex = (x2 —2x+ 2)ex

5. Ixz Inx dx

Solutie. Alegem:
du = @

u=Inx X
=
{dv =x"dx x’
y=—
3

Urmeaza ca:
1 X

3 3
Ixz Inx (i)sz—ln)c—lJ‘x3 -— x==—1nx—ljx2dx=x—(3lnx—l) _2
3 3 3 3 9 3

X
6. Ixz In® x dx
Solutie. Alegem:

i du:21nxdx
u=In"x X
2 = 3
dv=x"dx X
y=—
3
Apot:
3 3
J‘lenzxdxzx—lnzx—gj‘)fln—x xzx—lnzx—gszlnx dx
3 3 X 3 3

unde, din exercitiul anterior:
3
Ixz Inx dx =%(lnx—1)
iar in final, rezulta:

3 3
sz In? x dx =x—ln2 x—ix3 (1nx—1) =x—(91n2 x—21nx+2)
3 27 27

7. Ilnx dx, x>0
Solutie. Alegem:

u=Inx duzﬁ
=
dv=dx
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Apoi:
Ilnx dx=xlnx—jx-ldx=xlnx—J‘1dx=xlnx—x=x(lnx—1)
X

8. jarctgx dx, xeR

Solutie. Se noteaza:

u:arctgx: a’uzl ! >-dx
dv =dx o

Deducem de aici ca:

Iarctgx dx =x arctgx —I dx

1+x2

Pentru integrala din membrul drept alegem ¢(x)=1+x si ¢'(x)=2x, astfel
ca:

_J.(p’(x)dx_% (x)|=%ln(l+x2)

o(x)

J‘1+x

In final:

Iarctgx dx=x arctgx—%ln(ﬁ—xz)

9. _[arccosx dx, xe(-1,1)
Solutie. Alegem:

U = arccos x du =—
dv =dx

Apoi:

X
Iarccosx dx =x arccosx + I \/_2 dx
1-x

Se observa cd integrala din membrul drept devine cu substitutia ¢(x)=1-x

si @'(x)=—2x

R _jr e
iar in final:

Iarccos x dx =x arccosx —v1—x’

2

29



10. J‘ln(x+\/ﬁ)dx, x>1

Solutie. Notam cu [ integrala data si alegem:
d
u=1n(x+\/x2—l) du =—=
= x> -1
dv=dx v=x

apoi integram prin parti:
I= fln(x+\/x - )dx xln(x+ X’ - ) f x dx
Dar integrala din membrul secund se poate rescrie:
J == ) =i
NI
Astfel:

I=xln(x+\/x2—1)—\/x2—1

1. jln(xz +1)dx
Solutie. Alegem:

{uzln(x2 +1):> du =
dv=dx

2x
1+ x?

V=X

iar apoi:

Iln(xz Jrl)abc=x1n(x2 +l)—2j‘1fz > dx
X

Insa:

]dx =x—arctgx

x2 (1+x
e [
astfel:

Iln(xz Jrl)abc=x1n(x2 +l)—2x+2arc tgx

12. jcosx 1n(l+cosx)dx, xe(—ﬁ,ﬂ)

Solutie. Notam / integrala din enunt si alegem:

—sin xdx
u=1In(1+cosx) duy=——"
= 1+ cosx
dv=cosx dx .
y=sinx

Apoi:
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sin’ x

[ =sinx ln(1+cosx)+j dx

1+ cosx

Ultima integrala se poate rescrie succesiv:

1—cos’ .

I—COS X = f(l —cosx)dx = x —sinx
I+cosx

in final:
[ =sinx ln(1+cosx)+x—sinx

13. jsin 2x 1r1(1+cos2 x)dx

Solutie. Notam [ integrala datd. Vom efectua, mai intai, schimbarea de
variabila:
x—t.. 1+cos’x=t si —2sinx cosx dx=dt
dar sin2x=2sinxcosx, asacad dx=-—dt, iar integrala datd se reduce la:
I==[In¢ dt
Din exercitiul 7:
[inede=t (ne-1)
In final:
I= —(1 +cos’ x)[ln(l +cos’ x) - 1]

14. jx e‘ﬁdx, x>0

Solutie. Notam [ integrala datd. Observam ca:

I=2Ix\/;

—Jx
e
dx
2x

. - . - . X .
iar dacd schimbim /x =¢ si =dt, atunci:

d
2x

1=2[re"dt
Mai departe, integram prin parti alegand:
u== du =3tdt
j—
dv=e'dt v=—e"'
Asadar,
I= 2(—t3e"t + 3jt2e_tdt) =2~ 6jt2e_tdt

Pentru ultima integrald se procedeaza la o noud integrare prin parti:
j—

dv=e" v=—e
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astfel ca:
j fe'dt=—te" + 2jt e’'dt,
unde
jte"’dt =—te' + je"[dt =—te' —e"
Se inlocuieste mai sus acest rezultat:
[=-20¢"—6(—Fe' —2t ' =2 )==2(£ +3* + 6t +6)e”
iar daci se revine la notatia initiali cu r=+/x, se obtine:
I==2(xx +3x+64x+6)e V"

15.J‘ ol dx, xe _f’f
cos’ x 2°2

Solutie. Vom integra prin parti alegand:

u=x du =dx
=
dv= d); v=tgx
cos” x
Astfel:
I x2 dxzxtgx—jtgxdxzx tgx—i—J._Slnxdx:
cos” X COS X
(cosx)
=X tgx+j—dx =X tgx+1n|cosx|
COS X

Observatie

Prezentam pe scurt asa—zisa metoda a coeficientilor nedeterminati drept o
cale teoreticd de deducere a unor primitive mai generale calculate cu
metoda integrarii prin parti.

Metoda constd in determinarea unor coeficienti — constante reale care
apar in expresiile unor primitive a cdror forma generala se presupune
cunoscutd. Nu existd o teorie generald 1n acest sens. Pentru o clasa destul de
restransa s-a putut aplica aceasta cale.

32



Exercitii rezolvate

1. Ie“" cos fxdx

Am vazut la paragraful anterior ca:
j.e)‘ cosxdx = e" (cos x +sin x)

Vom presupune ca:
J.e‘” cos fxdx =e”* (Acos fx + Bsin fx)

cu 4 si B apriori nedeterminati. Derivam in ultima egalitate termen cu
termen, in ambii membrii §i apoi grupam convenabil, astfel ca:

e” cos fx=e" (aAcos fx+ aBsin fx
+pBcos fx —aAsin fx)
e cos fx=e" (aA+ fB)cos fx+(aB—aA)sin fx
Identificdm, apoi, coeficientii nederminati ai lui e cosfx, respectiv,
e sin fx in ambii membrii; rezulta sistemul:

aA+ pB=1
—BA+aB=0
a cdrui solutie este: 4=— s -, B=— a = Inlocuind valorile lui 4 siB,
a +pf a +pf
obtinem valoarea integralei:
je“’r cos fxdx = %(0{ cos fx + fsin fx)
a +p

Aplicatie. Sa se calculeze:
I e " cos2xdx

Solutie. Cautam solutie de forma:
I e “cos2xdx =e " (Acos2x+ Bsin2x)

Derivam in ambii membrii in ultima egalitate si identificand coeficientii
nedeterminati, rezulta sistemul:
—-A+2B=1
{—QA—B:O

a carui solutie este: 4= %, B= —% . Inlocuim mai sus si rezulta, in final:
J.e’)‘ cos2xdx = % (2sin2x —cos2x)
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2. j P (x)In* xdx = O, (x)T, (In(x))

unde n,keN, P (x) si O, (x)sunt polinoame cu gradP, =n, gradQ
iar 7, (Inx) polinom cu grad7, =k +1 1n nedeterminata Inx.

Aplicatii. Sa se calculeze:
J.xlnz xdx

Solutie. Suntem 1n cazul n=1, k =3. Punem:

[xIn? xdx = (4x* + Bx+ C)(In’ x + DInx + E)

n+1

=n+1,

Derivam 1n ambii membrii termen cu termen $i apoi grupam convenabil:

xIn®x=(24x+ B)(In* x+ DInx + E) + (Ax” + Bx + C)(zlnx—i-g) =
X X

xIn*x =2AxIn* x+ BIn> x + (2AD + 2A)xInx + (BD + 2B) In x +

+(BE + BD) + 2Cllnx + CDl
X X

Identificam coeficientii nedeterminati:

xlnx

Inx
2

=

= =
=1

8=

34

24=1
B=0
24D+1)=0
B(D+2)=0
B(E+D)=0
2C=0
CD=0



1.4. Integrale recurente

Exercitii rezolvate

1. Ilzzjx"e"dx, xeR, neN
Solutie. Se integreaza prin parti, alegand:
u=x" du = nx""dx
—
dv=e* v=e'
Astfel:
I =x"e" - nJ‘x"’lexdx =x"e" —nl

Prin urmare:

I = J.x"exdxdx =x"e"—nl, ,, Vn21

Aplicatie. Sa se calculeze:
I, = jx3e"dx
Pentru n=0, I, se calculeaza plecand de la definitie:

1, =Ie"dx =e"

Pentru fiecare n>1, calculul lui 7, se face aplicand relatia de recurenta:

1, =Jxe‘dx=xex —e' =(x-1)e"
I, =jx2exdx=xzex -2(x-1)e" =(x2 —2x+2)e"
I, =.[x3exdx=x3e‘ -3, =x" —3(x2 —2x+2)e‘” =(x3 -3x° +6x—6)ex

2. I,Iz.[ln”xdx, x>0, neN
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Solutie. Efectudm o integrare prin parti. Alegem:

u=In"x du=nln"" xﬂ
= X
dv=dx

v=x
Astfel:
I =xIn"x— n_[ln"_lx dx=xIn"x-nl_,

de unde:

1, =Iln" xde=xIn"x-nl _,, Vx>0,VneN

Aplicatie. Sa se calculeze:
I3=jln3xdx, x>0
Pentru n=0, I, =x, apoi tindnd cont de relatia de recurentd vom calcula:

I, :Jlnx:xlnx—x:x(lnx—l)

1, :Ilnzx dx=xIn’x-2I =xIn’ x—2x(Inx—1)=

=xIn’ x—2xInx+2x=x(In> x - 2Inx +2)

I =Iln3x dx=xIn’x-31,=xIn’ x -

—3(xln2x—2xlnx+2x)=x(1n3x—31n2x+6lnx—6)
3. Inz.[xaln”xdx, a#z-1, neN, Vx>0

Solutie. Integrdm prin parti alegand:

; duznlnx@
u=In"x X
{ o = a+l
dv=x"dx X
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Apoi:

lnn—l X xa+1 n
Ix"” dx = In" x——1
X a+1 a+1

I, =ax*"'In"x-
a-1

Prin urmare:

a+l
a n _ X n n
InZIx (IHX) dx—a+1(lnx) —mlnil,

a+z-1, n>1

Aplicatie. Sa se calculeze:
I, = Ji/;lnz x dx

a+l

+1

< X A .. . .- o

Se calculeaza I, = plecand de la definitie, iar pentru n>1 se utilizeaza
o
relatia de recurenta:

4 4

x3 1x3 9 4

I :_1 ___:_3 4 _ _

. f nx fﬂ 16\/x [3lnx IJ
3 33

4. Inz.[e“xsin”xdx, xeR, neN

Solutie. Vom integra prin parti:

= sin” x du =nsin"" xcosx dx
= 1,
X
dv=e""dx v=—
a
Avem:
J
I_lax~n Nor ax s n-l
L, =—e""sin" x——|e* sin"" xcosx dx
a a
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Efectudm o noud integrare prin parti in ultima integrala, notata J, pentru:
R du = [(n — l)sin"’2 xcos” x —sin” x] dx
u=sin"" xcosx

ax
dv=e""dx y=—e*

1 o 1 o . .,
J=—e"sin" 'xcosx——je’” [(n—l)sm’ 2x(l—sm2 x)—smlidx@
a

a
1 e n—1 n—1 1
J=—e"sin"" xcosx ———1,_, + I +—1 <
a o o a
1 e n—1 n
J=—e"sin"" cosx———1 , +—1
a a

Inlocuind expresia lui J mai sus vom putea scrie:

- n(n—l)l n’
xcosx+———=1,, >

. n .
I, =—e" sin" x ——e“ sin
a a a a

n

2 ax
n e . n(n—-1
1+— |1, =—sin" lx(ozsmx—ncosx)+M]n_2
o a a

In final se obtine:

“ -1
ze—xzsin”’1 x(asinx—ncosx)+ ngn )

——t Vn>2
n+a n+a

n

I =Ie’”sin"xdx=

n=2°

Aplicatie. Sa se calculeze:
J‘e”‘ sin® x dx

Pentru a=-1, n=2 calculam:

I, =e?sinx(—sinx—2005x)+§lo

sau
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—X

7, =-%
5

. . 2
5 smx(s1nx+ZCosx)—ge !

5. Inzj.x"\/x2+a2dx, xeR, neN

Solutie. Integram prin parti, alegand:

= x dx
dv =x"dx XM
v_n+1
s 1 nel Xdx
I"_n+1 v _n+1J. N

a2, 2\ 2 .
Jz.[x [(x%:jal ¢ dezjx”\/mdx—azj.—; ix(f =

=] —azjx"’lzx—dle —azj.(\/x2 +a’ )'dxz

=1, —a’x"'Nx'+a’ +a’(n —1)J-x”’2\/x2 +a’dx

%\f—/
1 n—-2

Prin urmare:
J=1,+a’(n-1)1_,—a’x"'Nx* +d°

Apoi inlocuind expresia lui J mai sus obtinem:

n+l 2 2
x 1 a(n-1 a _
I = 1\/)c2+a2 - I - ( )In_2+ N

n+l1 n+l1

n—1 2 —
(1+ ! J] =z (x2+a2)\/x2+a2 —m]w2

n+l) " n+l n+1

De aici rezulta, in final:



2 —_—
(x2 +a2)\/x2 +a’ —Mln_z, Vn=>2

n+2

I, =jx”\/x2 +a’dy=

xn—l
n+2

Aplicatie. Sa se calculeze folosind relatia de recurenta de mai sus:
J.xz\/x2 +a’dx
Solutie. Notam I, = ij X +atdx

Fixam »n =2 si tinem seama ca:

1, =I\/x2 +a’dx=x\Vx*+a’ —J.x—%zxx/x2 +a’ -

2, 2\ 2
—J.Mafxzxxlx2 +a’ -1, +a’ ln(x+\/x2 +a2)

2 2

X +a
sau
1, =§\/x2 +a’ +a—221n(x+\/x2 +a2)
Prin urmare:
1, =Jx2\/mdx=§(x2 +a2)m—§10 =

2 4
=%(x2 +a2)\/x2 +a’ —%x\/xz +a’ —%ln(x+\/x2 +a2)

sau mai simplu:

4

1, =§(2x2 +az)\/x2 +a’ +a?lr1(x+\/x2 +a2)
6. 1, =fx"\/a2 - x’dx, |x|<a

Solutie. Ca si la exercitiul anterior vom face o integrare prin parti alegand:
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dv=1x"dx x"!
Y=
n+l1
n+l 2
I =2 Jo-x——1 +2J
n+l n+l1 n+l1

unde am notat:

J =

n

J- x"dx

2 2
a —X

Pentru a evalua integrala J, vom proceda ca la exercitiul 5. Astfel:

_ xdx n—l( 2 2)’ a1 [ 2 2
J,=|x X" (Va =x" ) dx=—x""Na —x" +
,[ / I

(n l)jx *Na® - x*dx

+

De aici se obtine:

J =—x""NJa* - x* +(n—1)1n72

n

Inlocuim J, mai sus si rezolvam ecuatia in necunoscuta 7, :

n+l 2 -1 2 n-1
Inzx a—x" - ! In+a (n )In_z_ax a-x <
n+l1 n+l1 n+l n+l1
—1 2
" a (n-1
(1+ ! I = al (x2 —az)\/a2 -x’ Jr(—)lw2
n+l n+l1 n+l

In final, se obtine:

n
x
I, =J‘x”\/a2 —x’dx =~
n+

n+2 "

-1
2(a2—x2)\/a2—x2+a2n—_11 n=2
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Aplicatie. Sa se calculeze:
Ix3\/a2 —x’dx

Notim [, = I x’a* —x’dx. Folosind relatia de recurentd obtinutd mai sus

vom avea:

2

I =—x—(a2 —xz)\/a2 -x* +a’ zIl
5 5
Dar:
/ 1 :
1, =Ix a’ —xzdx=—5I1/¢(x)(p (x)dx

unde ¢(x)=a’—x’, astfel ca:

Apoi:
I ___2(a2 —xz)\/a2 -x’ —21—622(612 —xz)\/a2 =
A =——(3x2 +2a2) (a2 -x’ )3
752 AR R
X +a

Solutie. Aducem integrala sub o forma convenabild si apoi integram prin
parti:

2x !
I = jx”"l —dx =J.x”_1 (\/x2 +a’ ) dx =
! Nxt+a®

=x"’lm—(n—l)]‘x"’2\/x2 +a’dx=x""\x"+a* —(n-1)J,
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unde:

n 2 n
= X +atdx= x+a dx= X'dx +a
s N e Rl
sau:

J,=1,+a’l,,

Inlocuim mai sus valoarea lui J,, astfel ca:

I,=x""Nx*+a* —(n-1)1,-a*(n-1)I,_, &

nl, =x"'\x*+a* —a*(n-1)1,_,

iar in final;

]_J- x"dx X ,n-1

n=22
VXt +a’ n n

Aplicatie. Sa se calculeze:

Az.[&dx

Va2 +1

Solutie. Observam ca:

2 3

A=1,+3I, =x?\/x2 +1 —%]I +31, =x?\/x2 +1 +%I1
I, se va calcula plecand de la definitie:

:lx= x* +a?

I - I\/xdx _J~

X +d’ 2\/x +a’

iar [, din relatia de recurentd obtinuta mai sus:

n-2
2 .x
——dx

VXt +d?
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2 2 2
I =x?\/x2 +1+%[l =x?\/x2 +1+%\/x2 +1=2 ;7\/x2 +1

8. [—I X dx |x|<a

Solutie. Rationam ca la exercitiul 7

’

_ n—1 —X
I, ——Ix mdx

(=1 [N — P dx=—x a7+ (n- IJ% _

n-2 n
=—x""a*=x*+a* (n—l).l.xgdx—(n —1)jx4dx

[ 2 2 [ 2 2
a —X a —X

Astfel obtinem ecuatia in 7, :

I, =—x""Na’-x* +a’(n-1)1,_, —(n-1)1,

De aici obtinem, in final:

s
I —j X'dx = Nat-x* +d* n—ll Yn=>2

n

Aplicatie. Sa se calculeze:

Az.‘-ﬂdx

NI

Solutie. Cu ajutorul relatiei de recurenta (pentru a =1) putem scrie ca:

2 3
X 2 X

A=I3+11—10=—? 1-x° +§11+11—10=—? 1-x° %11—10

Dar:
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I dx .

0 —Iﬁ—arcsmx,
X

L= —=- 1-x°

Inlocuind pe /,si /, in expresia lui 4 obtinem:

3
A=-2J1-x —éx/l—x2 —arcsinx
3 3
iar 1n final:

A= —%(x2 + 5)\/1 —x* —arcsinx

J~ x"dx
2 +a*’

9. I =

n

xeR, neN
Solutie.  Printr-o simpla transformare se observa ca:

, :.[ 2 i :J,x"'2 [(xz + az)—az] _ J‘x”‘zdx—az]nd

"I +ad? X +a
Astfel:
n n—1
x"dx X
I, ::f —— = -a’l, ,, Vn=2
X" +a n—1

Aplicatie. Sa se calculeze integrala:

j xdx

¥’ +a

Solutie.  Notand I, integrala datd, se obtine, cu ajutorul relatiei de
recurenta:

3 2

I3=I al abc=x?—azl1

2 2
X +a
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unde 7, se calculeaza direct:

d 1
1, =jxf+);2 =—ln(x2 +a2)
astfel ca:
)i _x2 a21 2 2
=T Li(x )
10, 1,-[—%
(x2+a2)

Solutie. Observam ca integrala se mai scrie:

I =%1ﬂl ¥ alz J
unde:
:J~_ x*dx :_J‘ —2xdx

(x"+

Pentru a evalua J,, se va face o integrare prin parti cu:

du =dx

u=x

dv =

Astfel se obtine:
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n 2(}1—1) (x2+a2)m +2(n—1)'|.(x2+a2)"‘

sau

n

2(n —1)(x2 +a’ )H ’ 2(n-1) oo

Inlocuim expresia lui J, mai sus si efectudm calculele:

dx 2n-1 1 X

Aplicatie. Sa se calculeze:

dx

Solutie. Din relatia de recurentd, pentru n=2 deducem ca:

5= 2312 . _222 x iaz
Cum:
N
rezultd ca:
I, = L3arctgz + %% = %[% + arctgfj
2a a 2a x +a 2a\x +a a

11. Inzj x€(0,2a)

x"dx
\2ax —x* ’
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Solutie 1. Efectuam schimbarea de variabila
x=2at> .. dx=4at dt

Astfel:

(2(1?2 )n dat dt . tdt
| = | ————==2(2
’ '[\/4a2t2—4a2t4 (2a) ] 1-72

Mai departe, observam ca integrala din membrul drept notatd cu J,, se

poate calcula din exercitiul 8§ pentru a=1 §i n—2n:

2n 2n-1
t"dt :_t \/ﬁ+2n 1J2,,,2
2n

= :'[\/l—tz 2n

Am gésit astfel urmatoarele relatii de recurenta:

1,=2(2a)" J,,

t2n4 2 _1
-7 +’;—nt12n_2

J2n ==

X
t=,|=—

2a
Solutie 2. Aducem integrala data la o forma convenabila si apoi aplicdm o
integrare prin parti. Astfel:

. [(2a—2x)—2a] " dx . 4
Inz—Jx ! N dxzaj.m—jx '(\/2ax—x2)dx

—x""\2ax-x* +(n —1).“x"’1\/2ax—x2dx =

n

=al

n—1

n-1 2
1,=al,, ~x"\2ax—2 +(n-1)[~ (2ax-x")

—_— &
\2ax —x*

I,=al,  —x"'N2ax—x* +2a(n-1)1,—(n-1)1I,,,

n n
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Se rezolva ecuatia obtinuta, in raport cu /, :

[1 —2a(n- 1)]In =al,_ —(n-1)1,,, —x""'V2ax—x’

sau

x"dx X"\ 2ax - x* n-1 a
1,=] = I n>1

_ _ I
V2ax—x*  2a(n-1)-1 +2a(n—1)—1 " 2a(n-1)-1"

Aplicatie. Sa se calculeze:

2
x“dx
£ :J.Zax—x2

Solutie. Din relatia de recurentd deducem ca:

1,=2(2a)’ J,
3
3
J,=——A1-¢ +ZJ2
X
t=,—
2a

t . . .. ~ .
Pentru n=1, J,= I =, care se obtine din exercitiul § alegand a=1 si

1-¢
X—>1:

1 .
J, - L 1-¢ +—arcsmi
4 2 a

Inlocuim apoi J, in expresia lui J,, astfel ca:

3
J, - L 1-# —Etxll—t2 +§arcsin£
4 8 8 a

In continuare se Inlocuieste J, in relatia care ne da pe 7, si apoi se revine

. X o« oy .
la schimbarea: ¢ = {2— Lasam pe seama cititorului efectuarea calculelor!
a
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In final, se obtine:

+ 3arcsin

\2ax —x? ) 242ax —x* a

2 3 2 2
J- x“dx X +ax —6a’x x—a

12. I, = jsin” x dx

Solutie. Scriem integrala sub forma:
I, = J‘sin”'1 xsinx dx

si luam apoi:

{u =sin" ' x {du =(n—1)cosxsin" x dx
=

dv =sinxdx V=—CoSXx

Rezulta:
I, =—cosxsin"" x+(n— I)J.sin”’zxcos2 xdx =
=—cosxsinx"'x+ (n - I)Jsin”_zx(l —sin? x) dx =

=—cosxsin"" x+(n—1)1,, —(n-1)I,

Rezolvand in raport cu 7, se obtine, in final:

-1

. 1 e n
I = jsm” x dx =——cosxsin"" x +——1 _,,
n n

Vn>2

Aplicatie. Sa se calculeze:
I, = Jsin4 xdx

Solutie. Conform relatiei de recurenta:
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I, = —lcosxsin3 erEI2
4

Dar:
I, = Jsinz xdx = jsinxsinx dx =—J.sinx(cosx)' dx =

. .2 .
=—s1nxcosx+J(1—s1n x)dx ==xsinxcosx—1,

de unde deducem ca:
x 1.
I, =———sinxcosx
2 2
iar in final, se gaseste:
. 3x 3 . 1.
I, = J.sm4 x dx =22~ 2 cos xsin x — —sin xcos x
8 8 4

Putem simplifica scrierea daca se observa ca:

. 1. . .9 1—cos’ x
sinxcosx=—sin2x §1 sin"x=———
2 2
Astfel:
1. (1. 1.
I4=3—x—é —sin2x |——| —sin2x ——sin4x
8 8\2 4\ 4 8
sau
1, =3—x—lsin2x+isin4x
8 4
13, 1,- &
cos” x
Solutie.  Se observa ca:
dx
[ =|—————
" J‘cos”'zxcoszx
iar dacd alegem:
u= ! sin x dx
 cos"? du=(n-2
cos : R ( )cos""x
dv=— v=tg x
cos” X

se obtine:
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;- tg x _(n_z)Isinx-tgxdx: tg x _(n_z)J-sinzxdx:

cos" ' x cos" % x cos” x

2
B C(:sg”');x —(n _Z)Ilg()cs(isxx *

sau mai departe:

tg x
] = —(n-=-2)1 -2)1
n COS’FI (n ) n +(l’l ) n=2
iar in final:
n:_[ dx _ sin x _ +n_21n,2 Vn>2
cos"x (n—1)cos"'x n-1

Aplicatie. Sa se calculeze:

dx
L= I cos* x

Solutie. Din relatia de recurenta, pentru n=4 obtinem:

sinx
I

4

2
= +—1
3cos’x 3 °

unde:

sau 1n final:

I, =%tgx(2+cos2 x)
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T T

14. I =|tg"xdx, xe|—-—,—

=Jte -2.2]
Solutie. Se observa ca:

I = Itg" x dx =J‘tg”’2x[(tg2 x+1)—l]dx=

=J‘tg”‘2x(tgx)/ dx—jtg”'zx dx = ! ltg"‘lx—ln 5

e -

Astfel:

1
Inzjtg"xdxz 1tg”_1x—1n ,  Vn22

" _

Aplicatie. Sa se calculeze:
I, = ths X dx
Solutie. Din relatia de recurenta:
I, = %tg4 x—1,
Apoi:
I =%tg2 x—1 =%tg2 x+1In(cosx)

Astfel:
I =ltg4x—ltg2x—ln|cosx|
>4 2

15. Inzfctg"x, xe(0,7)

Solutie. Rescriem succsesiv integrala dupa cum urmeaza:
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I = J.ctg” x dx= —J‘ctg”’zx[l —(ctg2 X+ 1)] de=—1_,+

!

+J‘ctg"’2 x(ctgx) de=-1,, +Llctg"' x, Vnz2

Astfel:

1
I, =Ictg” x dx =—1ctg”‘1 x-1 _, Vnz2
n_

Aplicatie. Sa se calculeze:
I, = .[ ctg” x dx
Solutie. Rationand ca mai sus, scriem:

1
I, =§ctg3x—l3

1
I, ZECth x—1,

I, =x

Inlocuind de jos in sus relatiile gasite deducem ca:
4 1 3 1 2
Ictg X dx =§ctg x—Ectg X+Xx

16. Inz.[x"sinxdx, xeR

Solutie. Notam:

dv =sinxdx V=—C0SX

{u =x" {du =nx""dx
=

si efectudm o integrare prin parti:
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I = x”cosx+nJ-x”’lcosx dx

In ultima integrala alegem:

u=x"" du = (n - l)x”’zdx
dv=cosx dx y=sinx dx

si, efectuand o noua integrare prin parti, gasim:

Ix”‘l cosx dx=x""sinx—(n- 1)_“x"'2 sinx dx

| —
1

Inlocuind acest rezultat in expresia lui /,, obtinem:

Yn=>2

I = jx” sinxdx =—x"cosx+nx""' sinx—n(n—-1)I

n-2°

Aplicatie. Sa se calculeze:

I, = Ix3 sin x dx
Solutie. Vom scrie succesiv relatiile:

I, =—x"cosx +3x” sinx — 6/,

I, = Ixsinx dx = —Ix(cosx)dx =—XCOSX + Icosx dx =sinx —xcosx
Inlocuind 7, in expresia lui Z,, obtinem:

I, =—x’ cosx +3x” sin x + 6xcos x — 6sin x =(—x3 + 6x)cosx+(3x2 —6x)sinx

17. 1, =I(arcsinx)" dx

Solutie. Alegem:
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. n—
. n(arcsin x
{u = (arcsin x)" N du = udx

dv=dx

V=X
si efectudm o prima integrare prin parti:

(arcsin x)"_1

JI=x?

I, =x(arcsinx)" — njx

Notam:

Pentru a calcula ultima integrala, vom nota:

= (arcsinx)"” Jum (n—1)(arcsinx)"
dv=—"dx - 1=
1-x? v=—l-x

Astfel:

J=—J1-x*(arcsinx)"" +(n-1 (arcsmx) 1—x*dx=
i arssins) o ) [
=—/1-x? (arcsinx)ni1 +(n —l)Inf2

Inlocuim expresia lui J mai sus, astfel ca:

1, = x(aresinx)" +nmy/1-x (arcsinx)" —n(n-1)I,, Vn>2
Aplicatie. Sa se calculeze:

-2
I, = Jarcsm x dx

Solutie.
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I, =—2x + xarcsin’ x + 24/1 — x* arcsin x

unde am tinut seama ca: /, = x

18. I, =[—2—dx

Na+bx

Solutie. Consideram:

-1
u=x du=nx"""dx

dx = 2 —
dv: = — +b
Na+bx Y b aror

apoi integram prin parti:
2x" 2n ¢ . 2x" 2n
I =—~a+bx ——Ix va+bx dx=——-+a+bx—J
b b b b
unde integrala:
J= J-x'H\/a +bx dx

se va descompune astfel:

J=al, +bl,

Inlocuind mai sus deducem ca:
2, 2na
I = Zx Na+bx —T]H 2nl,

sau 1n final:

2% 2
Y Jatbx-—"21 . wn=1

xn
I = d =
=] fatbx . (2n+1)b 2+l b "
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Aplicatie. Sa se calculeze:

I x2dx
N2+ 3x

Solutie. Suntem in cazul n=2, a=2, b=3. Notdm /, integrala data. Putem
scrie conform relatiei de recurenta:

x*dx 4 2
I, = 2+3x——-=1
I\/2+3x 15 53!

x dx 2 2
24+3x ——-—1

f\/2+3x 9 330

dx 2
I = =—/2+3x
‘ J‘\/a+bx 3

Efectuand inlocuirile de jos in sus, obtinem:

x’dx 2, 8(2x 4 2 j
= [ === V2 43— =243 = 22+3
= s FTrs g YT Ty YT

sau 1n final:

I\/% 15\/—( __x_ij

19. @)1, _I arctgx b J, J~x "arctg x

vl (1 +Xx )
Solutie. Se considerd mai intai:

n—1
J :.[x arctgx i

care se integreaza prin parti alegand:
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X (n l)x" 2 x"

U=—r=———= du = dx
1+x° = m (lerz)\ller2
arctgx
dv = 1+x2 y = gretex
Astfel:
; - xn—l eamgx—(n—l J' (1+x) arctgx J_ X arctgx
. V1+x? V1+x? 1+x \/1+x 1+x)
n—1
Iy, =™ —(n=1)J, , —(n—1)J, +J,

" V1+x?
Rezulta de aici relatia de recurenta pentru J,

n-1
X eamgx—;],l_(n_l)']”’z’ n>2

VI+x2 !

Apoi, pentru integralele 7 , se observa ca:

(n —2)Jn =

x ) arctgx X eretex xn+Zearcth

dx +I dx

dr= [ ;
W e (e

gt
i

de unde deducem ca:

11,=J,+J

n+22

VneN|

Aplicatie. Sa se calculeze integralele:

x3 earctgx

t,
e dx, .[ —dx

e Gy

unde conform notatiilor de mai sus avem de calculat integralele 7,

respectiv J,. Fie pentru inceput:

si
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3 arctgx

(1+x)

Alegem n=3, respectiv n=2 1in relatia de recurentd corespunzitoare
integralei J,, astfel:

e

2
J3 — X arctgx J 2J

NIESS

J2 — X arctgx J 2 J

VI+x2

arctgx
e x+1
— - gx
Jy = I dx = e

(Viewr) 2

Inlocuind mai sus urmeaza ca:

arctgx

arctgx
lexe 3 x+1 eamgxz_e

Vi+x? A1+x° 1+ x*

Pe de altd parte, pentru n =2 nu se poate aplica relatia de recurenta, astfel ca
pentru a evalua pe J, vom scrie:

2 arctgx (1 + xz )XZ arctgx xzearctgx

J2 _J‘ X e (x:J' arctgx

(V) (Vi) i e ‘I(mf

dx

sau

Jz — 110 — x—Hearctgx

27 a1+ 4

Inlocuind valorile lui J,, J,, J, in relatia ce ne di pe J,, obtinem:
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2 arctgx arctg x
J x‘e x+1 eamtgx+2e

e a4l N

In final, gasim:

x3 earctgx
Jo= [

e

Evaludm acum integrala 7,. Conform relatiei de recurenta:

I,=J,+J,
unde:
arctg x
Jy == (x+1)
41+ x°
earctgx 5
J =——(4x"-x-3
N ( )
earctgx 5 2x2 -1 .
J,+J, = ——4x" - 2)=—F—=¢"""
P 4\/1+x2( ) N
astfel:
2 2
]2 :.[ X earctgx — 2x 1 earctgx
V14X 241+ x?
Exercitii propuse

[. Sa se stabileasca relatii de recurentd pentru urmatoarele integrale
nedefinite:

1. 1, =.[x"e"xdx

R: I, =-x"e" +nl_,, Vn=1
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2. [mqnzj.x'”ln"xdx, m,neN

m+1
RiI =" n"x——"—1
m+1 m+1

3.1, =fe‘” cos” x dx

e ()
R: I"_n2+a2 (acosx+nsinx)+ R

4. 1, =fx"\/x2 —a’dx

x"dx

\/xz —a2

5. 1,=

R: I = +a’l, ,, Vn=>2
n-1
dx
7. 1 =
n J‘(xz_az)ﬂ
2n—1 1 X

8. I, = ﬂ, x €(—o0,-2a) U (0,)

! J.\/2ax+x2
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1,=2(2a)" J,,

2n-1
t

-1
R:4J, = \/tz—l—aznTJZn_z

2n
cux=2at’
9. 1 = Icos" dx

| n—1
R:I,=—cos" xsinx+——1
n n

10. Inz.[ dx, x#0

sin” x

Rl =X 172)  ypn)
(n—l)sm” x n-1

1. Inzfx"cosxdx, xeR
R: I =x"sinx+nmx""cosx—n(n-1)I_,, Yn=2
12. 1, =J(arccosx)n dx

R: I = x(arccosx)" —nV1-x’ (aI'CCOSX)rH —n(n —1)1,172, nx?2

K P S

J2x-5 2

R: I, =§x"\/2x—5 +2nl, ,, Vn21

14. 1, =Ix”\/ax+b dx, a, b#0

2x" 2bn
Rl =—=2 (ax+b)ax+b-——=20 1 . Vn>1
S plan ) N b =T Ty e

15. 1, =Isin"’ xcos” x dx
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sin”" xcos"'x  n-—1
R : [m,n = + [m,n—2
m+n m+n

II. Plecand de la relatiile de recurenta stabilite in acest paragraf sau propuse
spre determinare, sd se demonstreze identitatile:

1. jx”exdxz(x" —nx"! +n(n—1)x”_2 —...+(—1)" n!)ex, VxeR, VneN

2. Ilnx dx =x[ln” x—nln"" x + n(n —l)ln”‘2 x—...+(—1)" n}, Vx>0,VneN

m+1 1 2

3 Ixm " x dv = | In" x =y S x— L+ (-1) 4 ;
m+1 m+1 (m+1) (m+1)

Vn,meN, x>0
a) daca n este par:

n

Itg” x =ﬁtg”'l x—étg“ x+ﬁtg”’5 Xt (=1)27 (tgx —x)

b) daca n este impar:

n+l 2

n 1 n— 1 n 1 n—. Ty tg X
Itg xdxzﬁtg 'x——stg 3)Hntg 5x—...+(—1)2( 5 +1n|c0sx|j

T
xel-—,—
53)

II1. Folosind relatiile de recurenta stabilite in acest paragraf, sa se calculeze
primitivele:

1. J-xse"'dx

R: —e"x(x3 +3x° +6x+6)
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2. I(x3—x+1)exdx
R: e"(x3—3x2+5x—4)
3. J‘Llnzxdx
x
R: %%/?(mnzx—anxw)
4. Ix3ln2xdx
R: ix4(81n2x—41nx+1)
32
5. je‘xcoszn dx
R: —%ex(cos2x—2sin2x+5)
6. J‘e_xsinzxdx
1 _ .
R: —e "(cost—2s1nx—5)
10

7. Ix“sinxdx
R: —(x4 —12x +24)cosx+(4x3 —24x)sinx

8. Ix3 cosx dx
R: (3x2 —6x)cosx+(x3 —6x)sinx
9. Iln“xdx

R: x(1n4x—41n3x+121n2x—241nx+24)
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10. Ixlex2+1dx
R: éx(sz +1)\/x2 +1 —%1n(x+\/x2 +1)
11. Ixzx/xz—ldx
R: %x(\/xz —1)(2x2 —1)—ln‘x+\/x2 —1‘
12. Ixlel—xzdx
1 1 )
R: gxx/l—x2 (2x2 —1)+§arcsmx

13. J- x’dx

Vxt+1
R: %x\/xz +1 —%ln(x+'\/x2 +1)

X dx
14. j —
R: %x\/x2—1+%ln‘x+\/x2—l‘
x*dx
15. jﬁ
X > 1 .
R: ——A+/1—-x" +—arcsinx
2 2
x4
16. jx2+1dx

3
X
R: —x+?+arctg X
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19.

20.

21.

22.

X' +x° —6x

' 242x—x2

1 x 1 |x-]
——. +=In
2 -1 2 |x+]]

dx
I (x2 + 1)3

! x(3x2 +5) +§arctg X
8

8 (x2 + 1)2

dx
J‘(xz - 1)3

2
1x(3x —5)+iln|x_1|

8 (w-1) 8 |x+l]

I x2dx
\V2x—x*

+3arcsin (x —1)
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23

=

24.

25.

26.

27.

28.

29.

68

x2
RN

3 2
X —=x" -6

Y x+1+\/x2+2x‘
242x + x*
Isin“xdx
: Lsin4x—lsir12x+§x
32 4 8
jcos“xdx
: Lsin4x+lsin2x+§x
J‘.d—fdx
sin” x
1 1
T —ctg x| 2+
3 g ( sinzxj
j df dx
cos” x
—tg x(2+ 5 )
cos” x
jtg"x dx
1
x+—tg x( > —4)
cos” x
Ictg“xdx
1
x——ctg x( — —4}
sin” x



2
30. J‘(arcsing) dx

R: —2x+244-x* arcsin§+xarcsin2§

31. jarccoszxdx

R: —2x—2+1-x%arccosx + xarccos’ x
x3

32, | ——dx

J‘x/2x—1

R: %\/2x—1(5x3+3x2+2x+2)

1.5. Integrarea functiilor rationale

Fie P(x) si Q(x) polinoame. O functie rationala ZE_X; se zice proprie daca
X
grad P(x) <gradQ(x). Daca functia rationald este improprie, se Tmparte

P(x)la Q(x), astfel incat:

PO) _ (4 RO
O(x) 0(x)’
unde grad R(x)<gradQ(x), C(x)si R(x) sunt, respectiv, catul si restul
R(x)

impartirii lui P la Q, iar functie rationald proprie. In cele ce urmeaza

O(x

vom considera doar functii rationale proprii.
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1.5.1. Integrarea functiilor rationale elementare

Functiile f(x) de forma:

) A
0 —
A
ii _ meN
(iil) 2B unde p?—dg <0
X +px+q
(iv) Ax—+B", unde p> -4¢ <0 si neN
(x2+px+q)

se mai numesc $i functii rationale elementare. In toate cazurile 4, B, p, q

sunt numere reale. Toate cele patru tipuri de functii mentionate pot fi
integrate fara diﬁcultate Intr-adevar:

0 [=

dx = Aln|x a|+C

X—a
A A 1
il ——dx=— . +C
( ) J‘(x_a)m m—l (x_a)m—l
Pentru a calcula integrala de forma:
Ax+ B
(lll) J‘mdx

vom considera, mai intai, cazul particular:

J‘ dx

X'+ px+gq
Se stie ca:
A
X+ pr+q =(x+§) +T, unde A=p>—4q<0
A p . =N, .

Notand x+ 2= s - putem scrie:

X Hpx+qg=9* +a’, do = dx
iar integrala devine:

J‘ dx x+—

= —arctg— \/7 arctg \/7

In cazul general (iii), se aduce numaritorul Ax+ B la forma:
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Atunci
Ax+B 2x+p _Ap dx
J a5 [
X+ px+q X'+ px+gq 2 )JUx +px+gq
=—ln(x2+px+q)+ _4p J.ZL
2 2 )X +px+gq

unde integrala din membrul drept a fost analizat mai sus. Pentru integralele
de forma:
Ax+B
(iv) [—2E2 _dv; A=p’-4g<0
(xz + px+ q)
se va aplica metoda de mai sus, adica
Ax+B=£(2x+p)—A—p+B
2 2
si atunci:
2x+p)d.
Ax+ B ndxzé ( x p) xn"'(—Q‘FBj dx
(x2+px+q) 2 (x2+px+q) 2

:_gnl_lj x2+plx+q"+ B—%J’ d;zc —
( ) ( j K p) }

J- dx dt

pentru care s-a stabilit la paragraful precedent o relatie de recurenta.
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Exercitii rezolvate

dx
1. |——
-[x2+2x+2
Solutie.
I > d =I de =arctg(x+l)+C
X +2x+2 (x+1) +1
I dx
3x% +4x+2
Solutie.
I dx = l dx — lj dx —l . Larctg
3% +4x+2 37, 4 2 3 +22+2 3 2 V2
x+Z ad N2 N2
33 3) 9 3
—Larctgﬂ+C
2 2
3 J‘ 3x-1
x? —4x+8

Solutie. Se face substitutia:
x>t x’—4x+8=t, (2x—2)dx=dt
dupa care scriem:
I 3x-1 —f 6x—2 113(2x—2)+4

2 = = 3 X =
X —4x+8 x’ —4x+8 2¢ x"—4x+8
Z_J- 2x-2 _J- 3dt+2 a’x2 _
x’ —4x+8 xP—4x+8 4 ¢ (x—Z) +4

_2+C

3 1 x-2 3 X
:51n|t|+2-5arctg :Eln(x2—4x+8)+arctg

4. J‘ 2x +3x
x4+ x? +1
Solutie. Notam [ integrala din membrul drept. Se observa ca:
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2 .[ 2x° +3x .‘-de-
xt+x? +1 x +x"+1

Schimbarea de variabila:

x>t ooxt=t, xdxzédt

aduce integrala la forma:
1 I(2t+3)dt
T2 P+l
O noua schimbare de variabila:
P +t+1=0(t) .. 2dt = @' (t)dt

conduce la:
—I 2t+3 _1 I2t+1+2 1 rdu J. =lln|u|++j#
£ +t+1 t"+t+1 2 +t+1 ( 1) 3
t+— | +>
2 4
1+ !
—~ 2
=lln(t2+t+1)+iarctg—2=lln(x4+x2+1)+iarcth+C
B v
4 4
2
5. j?’x—+2dx
(x” +2x+10)
Solutie. Se face schimbarea de variabila:
x>t x> +2x+10=¢, dt=(2x+2)dx
si mai departe, se rescrie integrala succesiv:
2 +2
IL :‘f bx+4 :_j X 2 =
(x* +2x+10) (x* +2x+10 (x +2x+10)
dt 3 dx 3
:—J. ——J. = ——— = — —12

x +2x+10) 2t [(x+1)2 +9]2 2(x2 +2x+10)

unde:
dx

J[(Hl)z +9J2
Daca schimbam:
x>t x+ 1=y, dy =dx

5 =

atunci:
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IZZJ' zdy 221_“ 29 __,[QH}T))/dy_

Iy+9d_lj' y2 d—IJ. dy 1 Y dy

Y 'y =Y
(P +9) 0Ty w9)y T 9T¥H9 9T (i ho)
Ultima integrala se rezolva prin parti, alegand:
u=y du=dy
YRS M
(y2+9) 2(y +9)
12=l larctgl—l - 3} +lj 2dy =Larctgz+++
93 390 2(p7+9) 2749 27 3 18(y* +9)
+L larct ——iarct x+1+ x —Larct x_+1_
18378377 18(x* +2x+10) 54 *73
—iarctgx+1+ x+1
54 3 18(x*+2x+10)
In aceste conditii, integrala initiald devine:
= A B R
(x* +2x+10) 2(x* +2x+10) 2(x* +2x+10)
1 x+1 3 1 x+1 x+28
——arctg - +C =——arctg —
54 3 18(x7 +2x+10) 54 30 18(x* +2x+10)
Exercitii propuse

Sa se calculeze urmatoarele integrale:

dx
. J‘(x—l)4
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dx
3. | —
J‘x2 —6x+18

R: larctgx—_3+ C
3 3

x2dx
4, | ———
J‘x6 —2x*+3
X +1

V2

1
—-=arctg +C

32

x=2
5. | 5————=dx
J‘)cz—4x+7

R: %ln(x2—4x+7)+C

6 J‘ 5x+3
X +10x+29

R: éln(xz +10x+29)—11arctgx—+5+C
2 2

x+1
7. | ——dx
I5x2+2x+1

R: %m(sz+2x+l)+§arctg5x+1+C
dx

8 | ———

J‘(3624—2)3
R: al + 3x 4—3\/§arctgi

8(x2+2)2 32(x*+2) 64 J2

9. [ 2+ 4

(x2+2x+5)2

: =7 o Lttt
e 8(x2+2x+5)+16amtg 2 e
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1.5.2. Integrarea functiilor rationale prin descompunerea
in fractii simple

Fie o functie rationald proprie Presupunem ca numitorul se

P
23

descompune in factori ireductibili dupa:

ny

O(x) =(x—a1 )"1 (x—az) ...(x—ak )"" (x2 +px+gq, )ml (x2 +p,x+q, )m2

...(x2+p1x+q,)m[ pjz.—4qj<0, (j=1,2,...,l)
Atunci:
P __4 4 =+...+ 4, —+ ..+ 2B‘X+C‘ Bt G >
Q) x-a (x-a) (x-a) X APXHqg (x4 pr+q)
B x+C,

(x2 + px + q)m
Pentru a determina constantele 4, (1<i<n), B,, C, (1</<m) se aduce la

acelasi numitor si apoi se identifica P(x) cu numaratorul obtinut in membrul
drept, dupa care se integreaza conform celor aratate la 7.5.1.

Exercitii rezolvate

J-( X2 +3x+7 dx

x’ - 9) (x + 1)
Solutie. Notam, Q(x) numitorul integrantului. Atunci:
0(x) = (x* =9) (x+1) = (x=3) (x+3) (x+1)
Se urmareste o descompunere de forma:
X +3x+7 A B C

(x2—9)(x+1)_x—3+x+3+x+1:
3 A(x+3)(x+1)+B(x—3)(x+1)+C(x—3)(x+1)

- (x2 - 9)(x + 1)
Constantele 4,B,C se determina din identitatea:
X +3x+7= AP +4x+3)+ B(x> —=2x-3) + C(x> -9)

sau
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x’+3x+7=(A4+B+C)x’ +(44—-2B)x+(34-3B-9C)
Identificand coeficientii se obtine sistemul de ecuatii:
A+ B+ C =1

44 -2B =3
34 -3B -9C =7
de unde:
A= -l -2
24 12 24

Atunci:
X +3x+7 25 1 L7129
(x=9)(x+1) 24 x=3 12 x+3 24 x+I

Integrala devine:
J‘x2+3x+7 25J~ dc 7 ¢ de¢ 29 dx

(¥ -9)(x+1) 24

+_ =
x—=3 12 x+3 247 x+1

:£1n|x—3| +lln|x+3| —§1n|x+1|+ C
24 12 24
J‘$dx
(x - 1) (x + 3)
Solutie. Se cauta o reprezentare de forma:
x’+1 A B C D
3 = T+ =+ +
(x—l) (x+3) (x—l) (x—l) x—=1 x+3
Aducand la numitor comun in membrul drept si grupand convenabil dupa
gradul lui x se obtine:
X +1= A(x+3)+ B(x—1)(x+3)+ C(x 1)’ (x+3)+ D(x-1)’ &
x> +1=(C+D)x’ +(B+C—-3D)x" +(A+2B-5C+3D)x+
+(C-D+34-3B+3)
Identificand coeficientii se obtine sistemul de ecuatii
C+ D=0
B+C- 3D=1
A+2B-5C+3D= 0
34-3B+3C- D=1
1 3 5 5

cusolutiile: 4=—, B==, C=—, D=——
2 8 32 32
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Astfel, descompunerea cautata este:
x> +1 1 1 3 1 5 1 5 1

(x—=1)(x+3) 2 (x=1) 8 (x=1) 32 x—1 32 x+3
si mai departe, integrala se rescrie succesiv:

x> +1 1 dx 3 dx 5 ¢ dx
I(x_1)3(x+3)dx:§j(x_l)3+§I( )2+3_2'[x—1_

x—1

5 ¢ dx 1 1 3 1 5 5
SR TR S S S R Y
327 x+3 4 (x—l) 8 x-1 32 32

dx
3
Ixs—xz
Solutie. Se cautd o descompunere de forma:
1 1 1 A B C Dx+4
5_ 2 (.3 2 2 Sttt T3
X =x" x (x —1) b (x—l)(x +x+1) x x x-1 x" +x-1

si apoi se aduce la acelasi numitor:
1 =A(x—-1) (x*+x+1) + Bx (x=1) (x> +x+1) + Cx* (x* +x+1) +
+(Dx + E)x* (x-1)
si grupam convenabil:
1=(B+C+D)x* +(A+C+D)x’ +(C+E)x*—Bx— A
Identificand coeficientii se obtine:

B+C+D =0

A +C -D+E=0

C -E=0

- B =0

—A -1
deunde, 4=-1, B=0, C_% D:—%

Atunci:

1 1 1 x—1

X —x __x_2+3(x—1)_3(x2 +x+1)

iar daca se integreazé in ambii membrii:

dx 1
J.xs—xz__ X _-[ __J.x +x+1 —;+—ln|x 1-
pEeea Ly g L2 g b

X +x+1 x 3 x +x+1 29 x"+x+1
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1 1 1 1 dx 1 1
=—+§1n|x—l|—gln(x2+x+1)+5“-— —+§ln|x—1|—

X ( 1Y 3 x
x+—| +=
2 4

1
x+ 1n|x 1|——1n(x +x+l)

——ln(x +x+1) ! arctg
6 2 3 f
2 2

+Larcth+C

NERENG

4 IX3 +3x% +5x+7

x*+2
Solutie: Integrantul este o functie rationala improprie, asadar, se efectueza
impartirea cu rest:

dx

X 43x7 +5x+7|x* +2
- -2x x+3
3x* +3x+7
—3x -6
3x+1
Atunci integrantul se scrie sub forma:
X +3x" +5x+7 — (v 43) 42 3x+1
x*+2 x> +2
iar daca se integreaza in ambii membrii'
I(x+3 abc+_|‘3x+ =—+3 +3j dx +_[
x* 42 x +2

2
=x—+3»x+§1n(x2 +2)+Larctgi+c
2 2

V2 T2

> J‘x4 +x°+1
Solutie. Se observa ca:
X+l = (D) -2 = (P -x + D) (P +x+))
astfel, se va cauta o descompunere de forma:
1 Ax+ B N Cx+D

Y+l x—x+l K ax+l’
de unde rezulta:
IE(Ax+B)(x2 +x—i—1)+(Cx+D)(x2 —x+1)
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Identificand coeficientii nedeterminati, se obtine sistemul de ecuatii:
A + C =0
A+B-C+D =0
A+B+C-D =0

B +D =1
cu solutiile: B:l, Dzl, A:_l, Czl
2 2 2 2
Substituind mai sus valorile gasite, se obtine descompunerea:
1 1 —x+1 N l X+ 1

v+l 2 XP—x+1 2 XPHx+1

iar integrala datd se va calcula astfel:

J' dx _lJ' x+1 __J- B J-2x+1+1 3
xt+xt 4+l 29 X+ x+1 x —x+1 X +x+1
2x 1-1 1 dx
- =—1n ¥ A x 1) —tin(x —x 1)+ [ B
Ix —x+1 ( ) 4 ( ) 4Ix2+x+l
1 x +x+1 dx 1, ¥ +x+1
Al T e
47 x"—x+1 4 ¥ —x+1 1 3 4 x —x+1
— +7
2 4
1 1
+1-Larctgx+5+l-Larct X_E—l Xt
T N R
2 2 2 2
+ ! arctg2x+1+ ! arctg T iC
V3 NERPNE) V3
6. J‘x +2
X +4

Solutie. Se scrie ca produs de doi factori expresia de la numitor:
xt+4 = (x2 —i—2)2 —4x* = (x2 -2x+2) (x2 +2x+2)
apoi, se urmareste o descompunere de forma:
xX*+2  Ax+B L Cx+D
4 X -2x+2 X 42x+2
de unde rezulta:
x*+2 E(Ax+B)(x2 +2x+2)+(Cx+D)(x2 —2x+2)
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Desfacem parantezele si apoi grupam convenabil, dupa care identificam
coeficientii nederminati. Se obtine sistemul:
A +C =0
24+ B-2C+ D=1
24A+2B+2C-2D=0
2B +2D=2

cu solutiile: 4=0, B:%, C=0, D:%,

¥ +2 1 +1 1 1
2 =52 TS
x'+4 2 x=2x+2 2 x +2x+2
Integrala devine:
42 1 1
fx4+ dxz_.sz+_. ZL:
X +4 2 9x"=2x+2 2 Ix"+2x+2

_ dx

1 dx 1 1
=—|——+—|——+—|arctg(x -1 1
2I(x_1)2+1+2I(x+1)2+1+2[arcg(x )+arctg(x+ )]

4 2
x'=3x"-3x-2
7. 1= dx
J. X —x*—2x
Solutie. Notam f(x) functia de sub integrala. Intrucat gradul numaratorului

este mai mare decat gradul numitorului, prin Impartire obtinem:
x+2
S(R)=(x+)-————
x(x -x- 2)
Apoi:
(x+2)dx (x+1)2
I= x)dx=|(x+1)dx— = -J
'[f( ) '[( ) '[x(x—2)(x+1) 2
Pentru calculul lui J vom descompune integrantul in doud moduri:
I.  Se cauta o dezvoltare de forma:
x+2 A B C
==+ + ,
x(x—2)(x+1) x x-2 x+1
de unde rezulta ca:
x+2= A(x—2)(x+1)+B x(x+l)+C x(x—2).
Am vazut ca nedeterminatele 4,B,C, se obtin identificind in ambii membrii
dupa puterile lui x. Vom proceda la asa-zisa metoda a valorilor particulare.
Pentru x =2 identitatea:
x+2= A(x—2)(x+1)+Bx(x+1)+Cx(x—2)
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devine: 3B=2= B= % Apoi, pentru x=-1 si, respectiv x=0 gasim

sistemul:

3C=1 C =l
—214—2:> 3
- A=-1

Astfel:

x+2 1 2 1 1 1

x(x—2)(x+1) :_;+§'x—2+§'x+1

II. Se descompune integrantul lui J prelucrand succesiv numaratorul:

x+2 1 2

A(-2)(x+) (x-2)(x+1)  x(x-2)(x+1)
(x+1)—(x—2)+ x—(x—Z) _1( 1 lj

% (x=2)(x+1)  x(x—2)(x+1) 3\lx-2 x+I
+((x—2)l(x+l)_x(x1+1)j:%(x12_xi—lj+%[x12_xil)_

1 1 1 2 1 1 1
R R — :__J’__. +_._
x x+1 x 3 x-2 3 x+1

Cele douda metode conduc, dupd cum se observa, la acelasi rezultat.
Integrala J devine in final:

J =—Infa+ ZInfx—2)+ Inx +1
3 3

iar dupa ce se Inlocuieste Tn expresia lui / se gaseste, in final:

(erl)2 1 2
1= s -l 1]- 22

2x* —=3x+3
R e

Solutie. Aici integrantul este o functie rationala proprie, al carui numitor are
radacini reale, dintre care una fiind dubla:

x —2x+x=x(x—1)2

Se cauta o descompunere de forma:
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2x*-3x+3 A4 B
S 5o Lot Tt
x=2x"+x x x-1

_C
(x-1)
de unde:
2x* =3x+3=A(x-1) +Bx(x-1)+Cx
iar daca grupam convenabil:
2x* =3x+3=(A4+B)x* +(24-B+C)x+4
Identificand coeficientii dupa puterile lui x, obtinem sistemul:

A+ B = 2
24 - B+C =-3
A = 3

cusolutia: 4=3, B=-1, C=2. Maideparte:

P | [ER - 5 dx=31n|x|—1n|x—1|—i.
x x-—1 (x—l) x—1

Solutie. Pentru a descompune integrantul in fractii simple, se cautd o
reprezentare de forma:
-1 A4 B C D
+ +

©(x+1) X x+l (x+1) (x+1)
Rezulta identitatea:

X —1=A(x+1) +Bx(x+1) +Cx(x+1)+ D x (1)
Coeficientii 4,B,C,D se obtin dand valori particulare lui x. De exemplu,
pentru x=0 si, respectiv x=-1 se gaseste sistemul:

A=-1
~D=-2

Mai departe derivam termen cu termen in (1) gasind identitatea:

35 =3A4(x+1) +2B x(x+1)+ B(x+1)" +C(x+1)+Cx+ D
unde daca se aleg din nou valorile x=0 si x=-1, se obtine:
34+B+C+D=0
{—C+D:3
Sistemul obtinut conduce la solutia: 4=-1, B=2, C=-1, D=2, astfel
ca:
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x* -1 1 2 1 2

— 3= *t - >t 3
x(x+1) x x+1 (x+1) (x+1)

iar prin integrare, se gaseste in final:

3
[ = —tnlx|+ 2+ 1]+ ———— .
x(x+1) X+l (x+1)

X dx
10.
J‘x3 +1
Solutie. Se cauta constantele 4, B si C astfel incat sa putem scrie:
X A Bx+C
3 1 T3 .
x+1 x+1 x" —x+1
De aici se obtine identitatea:
xEA(x2 —x+1)+(Bx+C)(x+1)<:>xE(—A+B+C)x+(A+C)

Identificand coeficientii dupa puterile lui x vom gasi:
A+ B =0
-A+B+C=1
4 +C=0

deunde:A:—l, le, Czl
3 3 3

Inlocuind mai sus:
X 1 1 1 x+1

X +1 :_;x+1 3 X —x+l
iar prin integrare Tn ambii membrii:
J. 3x dx=—11n|x+l|+lj.2x;1dx
x +1 3 3

x —x+1
Pentru a evalua ultima integrala sa observam ca:

5 2
(xz—x+1) =2x-1si xz—x+1=(x—%] J{QJ )

2

iar mai departe:

wil 1 (2x-1)+3 1 (¥ -x+1) 3 1

+_.

1
¥ox+l 2 xX—x+1 2 X —x+1 2( ljz [\/gjz
Y

asa ca:
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2x—1

3 2
+ —-—=arct
S

J.f;ldx=lln(x2 —x+1
x —x+1 2

In final, se obtine:

X 1 1 1 2x—1
Ix3 +1dx:—§1n|x+l|+gln(x2 —x+1)+$arcth
d
1. 1=jx4 +xa4

Solutie. Intrucat:
x4 +a4 =(x2 +a2)2 —2(12)(,'2 =(x2 —\/Eax-i-az)(xz +\/§ax+a2) 5

se cauta o descompunere de forma:
1 Ax+ B Cx+D

x*t+at B x’ —x/zax+a2 ’ x’ +\/§ax+a2 ’
cu 4, B, C, D apriori nedeterminati. Mai departe se scrie:
=4 —V2a Ax*+a* Ax
+ sz—\/EaB)H—azB
+CF +2a Cx* +a°C x
+ Dx*+\2a Dx+d*D

1E(A+C)x3+(—\/§aA+B+\/§a C+D)x2+

(azA —\2a B+a*C++2a D)x + (azB + azD)
Dupa identificare se obtine sistemul:
A + C =0
—~2a4 +B +a2C + D=0

@A-a2 B +a*C+aJ2 D=0

1
B + D=—

2
a

Scazand ecuatiile a doua si a patra intre ele si cupland cu prima ecuatie
obtinem sistemul:

a\/EA —ax/EC =L2

a
A+ C=0 ‘-aﬁ

1 1 1
2024 ) =— =SA=—— C=-——
a’ 2a°\2 2a°\2

Inlocuind pe A4 si C in ecuatia a treia si cupland cu ultima rezulta:
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Inlocuind valorile gasite pentru 4, B, C, D in expresia de mai sus:

1 1 ' X+ a\/E 3 1 . xX— Cl\/E
xt+at 2a3x/§ x? —ax/Ex+a2 2a°N2 X° +a\/§x+a2
si integrand Tn ambii membrii se ajunge la:
i 1 I (x-i—aﬁ)dx B 1 J (x—a\/i)dx
28827 X —a2x+a® 28327 ¥ +a2x+ d

5

Evaluarea integralei I,
Observand ca

(x2 —a~?2 x+a2)’ =2x—a\/§

x2 —a\/zx+a2 =[x—asz +(a\/§J2

2

iar

vom putea scrie:

x+a\?2 1.(2x—ax/§)+3a\/§

1 1 2x-a\2
¥ —a2x+a> 2 ¥ —a2x+d 2 X —a2x+d’

+3a\/§. 1
2 _a\/z 2+ a\/EZ
T 2

11=%1n(x2—ax/§x+a2)+3af- 2 2x=ay2

Astfel ca:

arctg ,

a2 a2

sau:

1, :%ln(x2 —aﬁx+a2)+3arctg[\/5x —lj

a

Evaluarea integralei I,
Rationand ca mai sus se obtine, analog:
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x—av?2 .(2x+ax/§)—3a\/5

¥+ a\2x +a’

2x+a\/§

1 1

2 Xral2x+d’ 2 ¥ ra2x+d’

1 1
—5'3(1\/5'

2 2
x+ a2 + ay2
2 2
de unde prin integrare se gaseste:

1, :lln(x2 +a\/5x+a2)—3arc tg[ﬁx +1J
2

a

In final, se obtine:
1= ! In X - a\/Ex+ a arctg _\/Ex —1 |+arctg _\/Ex -1
4a3\/§ X+ a\/Ex +a’ 2a3\/7 a

121j

x —a
Solutie. Deoarece numitorul se poate scrie x* —a* = (x2 —az)(x2 + az) , vom

cauta o descompunere de forma:
1 Ax+B Cx+D

4 4 2 2 2 2
X —da X —da X +a

Amplificand corespunzator si efectuand calculele, se obtine:
IE(Ax+B)(x2 —i—az)+(Cx+D)(x2 —az).

Vom determina constantele 4, B, C, D dand valori arbitrare lui x. Astfel
pentru x=0 §i x=a gasim:
a’B-a*D=1
26°A+2a’B=1
iar pentru x=ia, (i =\/—>1) se obtine —2ia’C—24*D =1. In ultima ecuatie

se separd partea reald i partea imaginara, obtinand inca doua relatii. Astfel
sistemul

1
B- D =—
a2
1
aA+ B =
2a
C =0
1
D=—
24°
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furnizeaza solutia: 4=0, B= Lz, C=0, D= —L
2a 2a°

Inlocuind mai sus, se obtine reprezentarea:
1 1 1 1 1

4 4 2 2 2 52 2 2
x'—a 2a° x"—a° 2a° x"+a

iar prin integrare
I= ! |x— |—larctg
24’ 2a |x + a| a
sau, in final:

I = ! [lnx
4q4° xX+a

—2arctg— j

1B [ ——

Solu,tze. Intrucat numitorul are doud perechi de radacini complex conjugate,
cautdm o descompunere de forma:
1 _Ax+B Cx+D

= +
(@ +1)(x*+4) X+ X7 +4

Lasam pe seama cititorului determinarea constantelor 4, B, C, D. Sa

observam ca se poate scrie, mai simplu:

1 _l.(x2+4)_(x2+1)_l( 11 j
(x2+1)(x2+4)_3 (" +1)(x* +4) 3P+ K44
Astfel, prin integrare obtinem:

dx —larct x—larct X
BT,

x+1 x+4)

4 3 2
14. I=J.x +4x" +11x +12x+8dx

(x2 +2x+3)2 (x+1)

Solutie. Dupa forma numitorului se cauta o descompunere de forma:
x4+4x3+11x2+12x+8_ Ax+ B N Cx+D N E

(x2+2x+3)2(x+1) X’ +2x+3 (x2+2x+3)2 x+1
Amplificdm corespunzdtor fractiile si apoi identificdim coeficientii
nedeterminati:
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xt A +11x7 +12x+8=(Ax+B)(x2 +2x+3)(x+1)+(Cx+D)(x+1)+
+E(x2 +2x+3)2

Dezvoltam si apoi grupam dupa puterile lui x:
xt+4x° +11x° +12x+8=Ax" +(34+ B)x’ +(54+3B+C+E)x* +

+(34+5B+C+D+2E)+(3B+D+3E)

Se obtine sistemul:

A =1
34+ B =4
54+3B+C+ E =11

34+5B+C+D+2E =12

3B+ D+3F =8
a cdrui solutie este: A=1, B=-1, C=0, D=0, E=1
Inlocuind valorile gésite mai sus putem scrie ca:

=

dx+def1 =In|x+1|+1,

x +2x+3
unde:
3 (x—l)dx
1 (x2 +2x+3)2
- - « -1 +1)-2 . )
Sa observam ca al = (x+1) . Notdm x+1=¢ si 2=a" astfel

(x2+2x+3)2 (x+1)2+2

incat:
(t=2)dr 1, 2tdt dt
= — -2
I t +a )2 2J.(teraz)z J.(teraz)z
unde,
20dt 1
(P+a?)  ra
iar
dt 1 a t
f ﬁz—(t !

astfel ca inlocuind in expresia lui /, se gaseste:

1 2t+a* 1

t
= - ——— ——arctg—
" 2dt P+dt & a

sau revenind la notatia initiala:
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I _l x+2 ret x+1
2 X2 42x43 2\/7 g\f

Cu I, in expresia lui / vom gési in final:

[—1n|x+1|— x+2 ! arctgerl
2(x* +2x+3) 242 2
3 2
x —x"+1
15. I=|—F—+—dx
J.x(’ —2x* +1
Solutie. Observam ca integrantul se poate scrie:
x3—x2+1_(x3+1)—x 1 x’

(x3 +1)2 (x3 +1)2 (x3 +1)2 (x3 +1)2 .
Astfel:
_ Ol 3xdx 1
'[ +1 J.(x3+1)2_11+3(x3+1)'

Evaluarea integralei 7, = I 3dx
x +1

.X

se poate face, fie direct, luand a=1 1in

exercitiul 1, fie scriind integrantul sub forma
1 A Bx+C
3 .1 T
x+1 x+1 x" —x+1

sau
IEA(x2 —x+1)+(Bx+C)(x+1)<:>
1=(A4+B)x’ +(-A+B+C)x+(4+C)
de unde prin identificare gasim sistemul:

A+ B =0
-A+B+C =1
A+ C =1

cu solutia 4 =—%, B =§, C :% Astfel, inlociund valorile lui 4, B, C mai

sus se obtine descompunerea:

1 1 1 I x+2
3 = ——" + —- 5

x +1 3 x+1 3 x"—x+1

Daca se integreaza 1n ultima egalitate gasim:
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(x+ 2)dx

2

I, =—§1n|x+1|+%j

x —x+1
Intrucat:
x+2 1 (2x-D+5 1 (xz—x+1) LS 1
¥ -x+1 2 ¥ -x+1 2 x-x+1 2( 1)2 [\5}2
—_— _l’_ -
2 2

Exercitii propuse

Sa se calculeze urmatoarele integrale de functii rationale:

2
|
J‘x(x—3)x

R: —gln|x|+§1n|x—3|+C
3 3

2% +x+3
2. d.
J-(x+2)(x2+x+1) y
R: —lln(xQ+x+l)+3ln|x+2|+Larcth+C
) NERRLN

J‘5x3—17x2+18x—5
(x—1)3(x+2)
1

R: - +2In|x—1]+3In|x-2|+C
2(x—1)
dx
4.
J‘x3—8
o Lneof- Lin(x? b
R: 12ln|x 2| 241n(x +2x+4) 4\/§arctg(x+1)\/§+C
3
J-x 4+x+ldx
x =81
31

R: 1n|x—3|x+£ln|x+3|+zln(x2+9)—Larctg£+C
108 9 54 3

108
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6J- dx

7

(-
lxl 11x
2

R:
x2-x) 4 2-x
2
x“dx
7. | ———
J‘xz—4x+3

+C

R: x+—Infx—3)~~lnfx—1]+C
2 2

x* = x?
8. | ——dx
sz —6x+5

2
R: x—+7x+ﬁln|x—5|—lln|x—l|+C
2 2 2

4
X
9. Ix4—16dx

R: x+%ln|(x—2)(x+2)| —arctgng C

5x° +2
10. | ——dx
jx3 —5x% +4x

161

R: Sxt sl + 2 infx— 4~ Lin[x—1]+C
2 6 3

+C

dx
)-[x +ad’

R‘ 1 arct X— a+LlnM
. \/gaz g \/5 6a> x*—ax+a’
b

)-[x -a

R: 1 arctgx_2a+ 1 X +ax+a’
' \/gaz \/5 6a’ (x—a)2

12. a) j

X +x+1

92
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14. a) [———

5. J-15x —4x— 81
x—13x+12

R: 3In|x—3|+5In|x+4|+7In|x-1|+C

Indicatie: Se descompune numitorul in factori primi:

¥ —13x+12=(x-3)(x—1)(x+4)

16. J- xdx
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2
PRI NI Il LW VP TIe
2 6 |(x+1)
2x7 +x+2
A e
R: 3 +2ln|x|+C
x+1
3
18, [ g
x(x—l)
1 1
R: ———————+2h|x-1|-In|x|+C
(x—l) x—1
x dx
19. jx3_1
R: —éln(xz+x+1)+%1n|x—l|+%arctg%+C
20. J-x +1
R: —iarctg2+ilnx_2+C
16 x 32 |x+2
x -1
21. jx4+16dx

el e

22.
J‘x +x°
2
R: L 1(x le C
X X
2. J- (x+1)dx

x +x+2)(x2 +4x+5)
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2 2x+1 1
——arctg—————arctg(x+2)+C
St 3 eete(e2)

5% +9x* —22x -8
X —4x

dx

24. |

R Sx+ln| ¥ (x+2)'|v-2 |+ C

dx
()H—l)(x+2)(x—i-3)2

25. |

90 +50x+68 1 [(x+1)(x+2)"]

2+ln = +C
a(x+2)(x+37 8 | (x+3) |

dx
26. J‘(xz —4x+4)(x2 —4x+5)

R: - —arctg(x—2)+C
x—
dx
27.
'[(1+x)(1+x2)(1+x3)
11 (1+x) 1 1 2x-1
R: - =1 —arctg x — —=arctg———+C
6(1+x)+6nx2—x+1+2arch 3\/garcg 5 +
x +3

28. jmdx

x+2 +Zarctgx+lln|x+l|—lln(x2 +1)+C
2 4

k: 2(x2+1)

dx
29 J‘x(x7 +1)

R: 1n|x|—%ln‘x7 +1‘+C

Indicatie:  Sub integrala rescriem: 1= (x7 + 1) —x’
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30. |

(x +1)
1
R: 1n|x|—gln‘x5 +1‘+W+C

Indicatie: Se va scrie: lz(x5 +1)—x5

31 J‘ﬂ

32, [—————dx
(x=3) (x+1)

3
33 X—Hd
J‘(x2—4x-i-5)2 )
3x-17 1
R: m+aln‘xz—4x+5‘+§arctg(x—2)+c
xS
R: %(81n‘x3+8‘—1n‘x3+1‘)+c
7 3
P
1 I |2 =245
R: Eln‘x4—1‘—zln‘x8+x — ‘ 2\/_ |2x +1+2\/_|
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1.6. Integrarea functiilor exponentiale

Reamintim ca:

1
je“xdx =—e” xeR
a

Substitutia generala:

dt
e =t . edx=dt o dx=—
at

transformad integralele de forma:

j R(e“")dx

in integrale de functii rationale sau irationale in raport cu noua variabila ¢,
dupd cum R este o functie rationala, respectiv, irationald in e".

Exercitii rezolvate
Sa se calculeze integralele:

dx
1+e"

la) 1=]

Solutie. Substitutia ¢* =¢ aduce integrala data la forma:

_podx (0t _pdt pdt
]_I(1+t)t_-[ t(1+1) _It I1+t Int=Inft-+

sau 1n varibila x:

I=x—ln‘1+e"
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b) I = ;dx, a, b=const. a+be* #0
a+be"

Solutie. Substitutia ¢* =¢ ne conduce la:

I _Iw+bn—m dt b
(a+my_a ta+bt) ada+br

=lmplmp+wzﬁ—imp+mﬂ
a a a a

. < o _ dt
Solutie. Se efecueaza substitutia e =¢..¢ “dx=dt < —dx = -

1-¢ t—1 dt dt dt
I:_It(1+t)dt:-[t(1+t)dt:-[t+1_-[z(1+t):-[z+1_

I(Hl) J'd[ By I (1+1)~Inz
l+t r+1 t

Daca se revine la notatia initiala, cu t=e", se obtine in final:

I=—-x+2In(l+¢e")+C

3 [_J'Lblexdx
' a+be*

Solutie. Schimbarea: e* =t .. dx :% conduce la:

=J a1+b1t dl=a1.[ dt +b1J‘ dt
t(a+bt) t(a+bt) a+bt
| ——

1 I

unde:
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=ﬁln|a +bl|
b

s
I =—j(“Ld U bdi )zi(lnt—ln|a+bt|)
a’ ta+bt) a+bt) a

sau 1n notatia initiala:

IzﬂxJ{ﬁ—ﬂjln‘chex
a b a

4a)1.f

3e* +2e"

X

. g . dt A
Solutie. Se efectueaza schimbarea x —>¢ .. e =¢, dx=—, asa Incat:
t

[ 2jt 3t2+232[\/§J2\/6 g2
AR N =
3

dx
b) 1 :I3ex —-2e"

Solutie. Analog

I_I 1 ﬁ_J‘ dt _lj‘ dt |\/_e —\/_|
- (3t_2Jt_ -2 3 L (] 2 2f "B 2
! 3
c) Izj%b_x, a,beR, ae"+be™ %0
ae* +be

Solutie. Se procedeaza ca mai sus, aducand integrala la forma:
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dt

1=] lb%:J‘at2+b
o+

at+—
t

Distingem urmatoarele situatii:

i) dacad ab >0, atunci:

sau 1n varibila x:

1 —Larctg \/Ee"
Jab b

ii) daca ab <0, atunci:

-
[:lJ' dt 221 1 In a
R —= |t
a a a
sau
e - _b
1 a
1= In
2</—ab . b
e+ |-
a
S. 14%
ae™ —be

. R 1dt . o A .. .
Solutie. Schimbam: ™ =t ..dx=——, iar dupa Inlocuiri se obtine:
m t
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dt

ma'[z

a

i) daca ab >0 atunci:

L |aem —a|
2m\/_ |aemx+\/7|

I=

ii) daca ab <0 atunci:

b
I =————arctg| , / —e™
2m~—ab [

6. a) I=]

dx
Vi+e'
Solutie 1. Considerand schimbarea x —»>¢ .. e =¢si dx=% se ajunge la

integrala:
I :J‘ dt
N1+t

care se rezolva utilizind o a doua schimbare de variabila:

tou oo Nl+t=u, t=u>-1sidt=2udu
adica:

r=[2 2pdu__ fu=1|_ Vi+1-1]
( ) |u+1| |\/tT+1|

sau in variabila initiala:

1+e" -1

Vi+e® +1

Solutie 2. Daca se utilizeaza schimbarea de variabila:

I=In
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2z s
1

x>z L lte' =2 ox=Inz"-1) side=—
22 _

integrala se va scrie:

¢ 2fdu . |z-1]_ e +1-1]
[y o e e

d.

x
1+e™™"

b) J=]

iar 1n acest

Solutie. Se noteazd +1+e™* =t, de unde rezulta ca dx = 12ta’12
—1

caz:
J=| 2/c;’u :1n|t+1|:1n|\/1+e_" +1]
(1-2)/ =1l T iver 1|
7. a) Izj d); =
a e
Solutie. Notam a—-be™ =t, iar be™ =a’ -1’ si dx:%-
bm(t™ —a”)
acestea:
:ij'_z dt _ _ e L Na—be™ —a
bm’t"—a~ bm |t+a| bm a—be™ +a
dx
®) [:'[\/cz—be_””c
Solutie. Notam va—-be™ =t, iar be™ =a” -t si dx:%
bm(t” —a”)

Apoi se procedeaza ca mai sus si se obtine:
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I 1 I a—be +a
bm a—-be™ —a
e “+1
8. 1= J-e +1

Solutie. Schimbarea e* =1 .. dx :% aduce integrala la forma:

=J-(t+1)dt=j dt _J‘ dt 7.7

1+ T+ T+
[V ﬁ—l
1 I

unde [, =arctgt, iar I, se poate rescrie dupd cum urmeaza:

J'(l‘ +1)— t _J‘dt tdt

—1n1.‘—lln(t2 +1)
tt* +1) *+1 2

Inlocuind expresiile lui 7, si/, mai sus, se obtine, in final:

I =arctg(e*) + %m(l +e)—x

X

e
a) 1 Z.‘-mdx

. o dt . . - IOIN
Solutie. Cu substitutia e* =¢..dx=—, se ajunge la o integrald obtinuta in
t

1.3.

dt 1 t
ZI(HE)2 T2y T

Prin urmare, in notatiile noastre:
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b) 1=IeX+62x dx

X

. . z 2dt . . .
Solutie. Cu substitutia e? =¢.. dx=——, integrala se rescrie succesiv:
! ! g
t

fdt 2dt > +1)—
It +1 _-[t(t +1) J.z(z +1)

- (J’ﬁ [t j = 2(—%— arctgtj = —2[67% + arctg(eg)]

S |

%
Q) I =[x
e3(e’ +1)

X

. . odt . .
Solutie. Notam e® =¢.. dsz, apoi rescriem integrala sub forma:

I—?dt =barctgt = 6arctg(eg)
" +1

- J/(z w1/

10. 7= el
e’ +1

. " dt ... . < < <
Solutie. Substituind x=1In¢..dx = si tinind seama ci e™ =t rezultd ci:

[t=1dtr (t-Dadt dt dt
IHll It\/t2—1 I\/tz—l It\/t2—1 b
ﬁl/_J %,—/

5

unde:
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=ln‘t+\/t2 —1‘

Pentru a evalua integrala 7,, sa observam ca:

——dt

e

1
= ln‘t+\/t2 —1‘ + arcsin—
t

- arcsm -

Asadar:

sau in notatia initiald, obtinem:

=Inle’ +/e* - 1‘ + arcsin(e™™)

Exercitii propuse

R: In(1+¢€%)

b) [—
a+be™

R: —lln‘bJrae”‘
a

2 a)j2+3 >
R: %1n(2+3esx)
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b) [——d

a+be™

R: ﬁln(awLbe””‘)

1-¢"
3. a) J.1+ex dx

R: x-2In(1+¢")

be™
b) [At0e
)'[ a+be* *

R: arctg(e")

b)j

et —e

R: lln e 1

2

X

e +1

5. a)j

ae™ +be™"

arctg( —-¢"), daca ab>0

T

1 |b+e \/—|
2M\/j |b e

dacad ab<0

dx

2 —2)
2e =3¢

b) |
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S5
4J_ LJ}4*+J

dx
) J.Zez]C +3e™

! arctg \/Eez"
246 3

dx
6.a)IVqI;7;
Vi+e™ +1

l+e> -1

R:

R: In

dx
RN

l+e -1

Vi+e™ +1

R: In

7 a) J.L
va+be™

R: i) \/a+be'mC \/7 20
\/a+be’”"+\/_

! arct a+be™ a<0
Y Ja
dx

b)

e
'y lhlJ4—3é*—2
4 430 42
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1 Natbe™ ++a

In a>0

R Y P

b)J——J——%h

243
1 V2+43e > 442

R: 1

n
22 243e -2

C)I dx
V5 =2

-2
S5 —

NG

R: - ! arctg

22

ae’ +b,
9. a) Imdx

b a a b
R: i) x+—Larctg|,|—e" |——=In(b+ae™), ab>0
o Tab g[\g J 2 )
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—ﬂln(bjtaezx), ab<0
2b

) , ab<0
2‘\/ _ab ezx b

10. a)j‘/zxjdx

e+ — 1‘ + arccos(e"‘ )

R: In

Indicatie. Se vanota x=Int.

b) J\/ e* —1ldx
R: ~e* —1—arctgye™ —1

Indicatie. Se vanota ¢ —1=¢

c) I\/ e™ +1dx
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Q
=
|
—_ | —

)2
R: !
e -1
b) ¢ d
1= Ix
J.eZ.x _ex
E
R: 2¢2 +1n|o 1
e? +1
e dx
©) I T
(ex +1)4

R: gJ( +1) _gg(ex +1)

1.7. Integrarea functiilor hiperbolice

1.7.1. Relatii fundamentale. Integrale generale de functii hiperbolice

Reamintim functiile hiperbolice studiate in liceu, de asemenea, relatiile
functionale si integro-diferentiale care se stabilesc intre acestea :

cosinusul hiperbolic: chx=5 +2€ , VxeR
sinusul hiperbolic: shx=2< _26 , VxeR

tangenta hiperbolica: thx=—-= —, VxeR’
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. . chx e —e™”
cotangenta hiperbolica: cthx=——=———,
shx e +e”

Relatii fundamentale:
ch’x—sh’x=1, thxcthx=1
sh(xiy) =shxchytshychx
ch(xi y) =chxchy+tshxshy

+ —_
th(x+ y) = thxtthy , cth(xiy)=1+thXthy
l¥thxthy thxtthy

ch’x+sh’x

sh2x=2shxchx, ch2x={ 1+2sh’x

2ch’x—1

2
th2x=2t—hf, cth2x=1 th” x
1-th"x 2thx

Formule de linearizare pentru functiile hiperbolice:
2sh2§=chx—1, 20h2§= chx+1

2f_chx—l 2{_chx+1

, €
2 chx+1 2 chx-1
Relatii diferentiale:

(shx)’ =chux, (chx)’ =shx

th

1
sh? x

(thx)' = , (cthx)' =—

ch® x
Relatii integrale:
jshxdxzchx, jchxdxzshx

[thxdx=In(chx), [cthxdr=Inshx

dx dx
— =thx, ——=—cthx
J‘chz b J‘shz X
Relatii de transformare a sumei in produs:
+ _
shxtshy= 2sh =Ly ity
2 2
chx+chy= 2ch%ch%

chx—chy —osh T g XY
2 2

VxeR
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sh(x £ y)
chxchy

ch(xxy)
shxshy

thxxtthy=

cthxtcthy=

Relatii de transformare a produsului in suma:

shxshy= ! ch(x—y)—ch(x+ y)]

E[
chxchy= %[ch(x +y)+ch(x—y)]
Alte relatii:

ch(—x)=chx, th(—x)=—-thx
sh(—=x)=-shx, cth(-x)=-cthx

(chx+shx)n = chnx +shnx

Exercitii rezolvate

1. jshz xdx
ch2x-1

Solutia 1. Linearizand, sh® x = , deducem ca:

[sh? xdx:lj(chzx—l)dleshzx—f=l(shxchx—x)
2 4 2 2

Solutia 2. Integrand prin parti putem scrie:
I= jshxshxdx = J‘shx(chx)'dx =shxchx —Ichzxdx SN
I= shxchx—.[(1+sh2 x)dx <> 2 =shxchx—x <

I =%(shxchx —x)
astfel:
Ishz xdx = %(shxch— x)= %(sh2x -2x)

2. Ixshxdx

Solutie. Notam I integrala din enunt si consideram:
u=x du =dx
=
dv =sh xdx v=chx
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Atunci integrand prin parti:

1= xchx—J.chxdx =xchx—shx
Astfel:

jxshxdx =xchx—shx

3. sz ch xdx
Solutie. Notam [ —integrala din enunt i vom integra de doud ori prin parti.
Fie:

u=x’ du =2xdx

=

dv = chxdx v=shx
Astfel:

I=x"shx —2Ixshxdx =x"shx-21,

%,—/

1
Insa 7, s-a obtinut mai sus:
I, =xchx—shx
In final:
Ixz ch xdx = (x2 +2)shx—2xchx

4. Ixshz xdx

Solutia 1. Se integreaza prin parti dupa ce se liniarizeazd sinusul hiperbolic.

Avem:
2

=ljxch2xdx—x—
2¢ 4

1

Ch2x_1dx

Izjxshzxdxzjx 5

Pentru /, se noteaza 2x=t¢..dx =% apoi, se alege:
du =dx
u=Xx
= 1
{dvzch 2x v=5sh2xdx

astfel ca:

1 1 1 1 1

I, =—xsh2x ——Ish 2xdx =—xsh2x ——ch2x =—(2xsh 2x —ch 2x)

2 2 2 4 4

Inlocuind mai sus expresia lui /, obtinem:

1= l(—2x2 +2xsh2x—ch 2x)
8
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Solutia 2. Se integreaza prin parti lund:
du =dx
u=x
=
{dvzshzxdx v=%(sh2x—2x)

Astfel:

2 2
X 1 X

I =i(sh2x—2x)—lj-(sh2x—2x)dx=£Sh2x————ch2x+—=
4 4 4 2 8 4

= %(—x2 +2xsh2x—ch 2x)
Asadar:
xsh? dx = —l —x? +2xsh2x —ch2x
] Al )

5.1 =Ix2 sh? axdx
Solutie. Se integreaza prin parti cu:
) du =2xdx
u=x
{ sh2ax —2ax

=
dv =sh’ ax V=ISh2 axdx =
4a

avem:
2

X 1
1= E(Sh 2ax — 2ax) —Zj‘x(sh 2ax — 2ax)dx =
2 3

= x—(sh 2ax — 2ax) —x——ijlxsh 2ax dx
4a 2al
1
< < dt <
unde daca se noteaza 2ax=t¢..dx = 5 se gaseste:
a

4a’ 4a’ 4a’
Inlocuim mai sus expresia lui 7, si restrangem, astfel ca in final:
3

Iz.l.xzsh2 axdxz—x——
6

I, =

2.2
al ch2ax+ 1—Irzﬁsh 2ax

44* 8a’

Din rezultatele prezentate mai sus, rezultd urmatoarele reprezentari
integrale:

IR, (x)shaxdx = A,(x)chax+ B, (x)shax (1)

unde 4, si B, sunt polinoame de acelasi grad cu P, iar grad P, =n.

Coeficientii polinoamelor 4, si B, se determind cu metoda coeficientilor
nedeterminati:
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an (x)chaxdx = 4, (x)chax+ B, (x)shax (2)

IP )sh? axdx = 4,,,(x)chax+ B, (x)chax+C, (x)shax (3)

cud,,B, siC, polinoame nedeterminate apriori.

n+1>

Aplicatie. Sa se calculeze integrala:

6. I(xz - 3x) ch2xdx
Solutie. Folosind reprezentarea (2) vom scrie:
J‘(x2 —3x)ch2xdx = (Ax2 + Bx+ C)cth + (sz + Ex + F)sh2x

coeficientii nedeterminati se obtin cu algoritmul prezentat in paragraful 1.3.
Astfel, daca se deriveaza egalitatea de mai sus obtinem:

(x* =3x)ch2x = (24x+ B)ch2x +(24x" + 2Bx + 2C)sh 2x +
+(2Dx” +2Ex + 2F )ch 2x + (2Dx + E)sh 2x

(x2—3x)ch2x [2Dx +2( A+E)x+(B+2F)]ch2x+
+[24x* +2(B+ D)x +(E+2C)|sh2x

Se identifica coeficientii in modul urmator:
2Dx* +2(A+E)x+(B+2F)=x"—3x
2ax’ +2(B+D)x+(2C+E)=0

Gasim urmatoarele valori:

A=0; Bz—l; ng; Dzl; Ez—i; le
2 4 2 2 4

dupa o grupare convenabild, integrala se mai poate scrie:
3-2x 2x% —6x+1

I(xz - 3x)ch 2xdx =

ch2x+szh2x

7. Ithz xdx
Solutie. Se observa usor ca:

2 2
J‘thzxdxzj.Shzxdxz.[Chf 1dxzx—thx
ch” x ch” x

X | X
8. a) |sh—ch—d
) I a b *
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Solutie. Se transforma produsul in suma si apoi se integreazd termen cu
termen:

jshﬁchfdlej st sn 2= =

a b 2 ab ab

ab cha+bx+ ab chb_ax
2(a+b) ab 2(b—a) ab

= Zab 2(ashfchf—bchishfl
a -b a b a

b) [chZchax
)J. a b
Solutie. Rationam ca mai sus. Astfel:
jchﬁchfdx=lj ch2%  h 8D =
a b 2 ab ab

__ab sh(b_axj+ ab sh(a+bxj= Z“bz(achfshf—bchfshfj
2(b—a) ab 2(a+b) ab a —b a b b a

X X
c) |sh—sh—d
) I a b *

Solutie. Se transforma in suma si apoi se integreaza:

jshﬁshfdlej eh 2=% |- en 4l | in =
a b 2 ab ab

__ab sh(b_axj— ab_patb,__ab 2(achfshﬁ—bchfshf]
Z(b—a) ab a+b ab a —b b a a b

1.7.2. Integrale recurente care contin functii hiperbolice

Exercitii rezolvate

1. I, = _fsh” xdx

Solutie. Vom face o integrare prin parti aducand integrantul la forma:
sh” x=sh"" xshx
si alegand:
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{u =sh"" x N {du =(n—1)sh" xchxdx
dv = sh xdx v=chx
astfel:
I, =sh""xchx—(n —l)jsh”_2 xch?® xdx =sh"" xchx -
—(n—l)J'sh”’2 (1+sh2 x)dx:>
I,=sh"" xchx—(n-1)I_, —(n-1)1,

iar in raport cu /, se va scrie:

1 -1
1, = [sh" xdv=—sh" xchx—"==1,,. Vn>2
n n n n

Aplicatie. Sa se calculeze I,.
I, = jsh3 wx = -sh? xchx —%I1 L oh? xehx—Zchx
3 3 3 3
astfel:
[sh? xax :1(sh2 x—1)chx =l(ch2 x=2)chx
3 3

sau daca se tine seama de relatia:
ch3x=4ch’x—3chx
obtinem, in final, ca:

Ish3 xdx = Lch(3x) —Echx
12 4

2. J, =Ich" xdx
Solutie. Se integreaza prin parti:
J, = J.ch”_1 x(shx)' dx=shxch" x—(n- 1).‘-sh2 xch"? xdx =
=shxch"™ x—(n- I)J.(ch2 x— l)ch"’2 xdx
J,=shxch"' x—(n-1)I,+(n-1)J,_,
deducem ca:

1 -1
J =jch”xdx=—shxch”'1x+n—J L, Vn>2
n n n n-2,

dx
sh” x
Solutie. Aducem integrala la forma echivalenta:

3. 1,=

n
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sh"x "2
J

2 2 2
1n=ICh x—sh xdxzj-ch X
sh” x

Integram prin parti
szChx ch xdx
sh” x
alegand:
u=chx du = sh xdx
= 1
dv= chx dx L
sh” x (n—l)sh X
avem:
Jo_ chx . 1 J- di __ 1 chjc N 1
(n—l)sh" x n-1"sh""x n—-1sh""'x n-

Inlocuind pe J mai sus gasim, in final:

I =

n

=— - I _,, Vn=2
sh” x n—1sh"'x n-1""

I dx 1 chx n-2

Aplicatie. Sa se calculeze:
dx dx
a) 1;]5, b) 1=

b
sh? x

1 n-2

Solutie. Folosind relatia de recurenta obisnuita, vom scrie:

/ :J dx :_l shx 1
Polsh’x 2ch’x 27

Evaluam integrala:

dx

shx

I, =

Intrucat shx= 2sh§ch% se poate scrie:

X !
d 1 dx (thzj
I = al dx =

| = In

2shrchy “thy 2cn22 th™
272 2 2 2

th f‘
2
Deducem ca:

1( shx
I, =— —In
} 2[ch2x

X

h=

)
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4Jj

ch” x
Solutie. Se rescrie integrala sub forma:
2 2 2
J - ch”x—sh”x = ISh xdx
ch" x ch"

apoi se evalueazd integrala din partea dreapta, notatd cu [:

sz shx sh xdx
ch” x

alegem:
u=shx du = ch xdx
= 1
dv= shx dx VE=—T— < oo
ch” x (n 1) ch" x
apoi scriem:
_ shx 1 I dx _ 1 shx 1
(n—l)ch”’lx n—17ch"*x (n—l) ch"'x n-1 "7
oz
astfel ca:
J, = de __ shy n72; 0 g,so

ch” x (n—l)ch"’l x n-1

Aplicatie. Sa se calculeze:
dx dx
a) J, =[— b)J=[—
)i J.chx )/ Ich3x

Solutie. Evaludm mai intai integrala J,. Vom scrie:

th> ™ | &
J - J~dx dx dx ) ( 2) g
chx 2 X 2 X 1  ,x 2 X X 2
h® —+sh™— —ch* = Z
c 5 ] 2ch 2(ch 2) lJ{thzj

2

sau 1n final

J, = j =—arctg(th j

Apoi, din relatia de recurentd pentru n =3
shx X
J, =———+arctg| th—
* 2ch’x g ( 2 )

5. 1, =jth” xdx
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Solutie.  Relatia de recurentd se poate obtine direct, fard a integra prin
parti:

2 h®x—1
I = Jth" xdx =J-th"_2x8h—2xdx = Jth""zwdx =
ch”x ch”x
_ n—2 1 _ n-2 n-2 4 _ thn_l X
_Ith (1_ch2xjdx_-‘-th xdx—J-th x(thx) dx_]”*z_(n—l)
Asadar,
[nzj.th”xdxz— ! th"' x+1_,, Vn>2
n—1

Aplicatie. Sa se calculeze:
jth“ xdx
Solutie. Potrivit relatiei de recurenta stabilitd mai sus:

1
I, = [ th* xdx = —gth3 x+1,

I, =J.th2 xa’)c=—%‘[hx+[0

1, = Idx =X
Astfel:

1, =—%th3x—thx+x

6. J, =Icth” xdx

Solutie. Rationand ca la exercitiul 13 putem scrie:

h’ 1+sh?
J, = [eth™ xS Zde = et -5 dy = [cth 2 b, [eth™ax
sh™ x sh” x sh™ x
Sau
J, = J‘cth”’2 xdx = — cth"'x+J,,, Vn>2
.

Aplicatie.  Sa se calculeze:
J' dx
th* x

Solutie. Deoarece

. =cth*x, rezulta ca:
X
J, = ﬂjl—jcx = J-cth“xdx = —%cth3 x+J,
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J,=—cthx+J,
Jy=x
Prin urmare:

1
J, =—§cth3x—cthx+x

7. 1, = J.x” shx dx

Solutie. Se integreaza prin parti alegand:

u=x" du = nx""dx
=
dv =sh xdx v=chx
I, =x" chx—nJ‘x"" chxdx

| —
J

Ultima integrald se evalueaza la fel, dar cu:
u=x"" du =nx""dx
=
dv =ch xdx v = sh xdx
J= jx""l chxdx=x""- (n - l)J‘x""2 shxdx <

\—w_—d
I n=2

J=x""shx—(n-1)I,,

Inlocuim expresia lui J mai sus, iar in final, se ajunge la relatia de

recurenta:
I = jx” shx dx=x"chx—nx""shx+n(n-1)I,_,, Vn>2
Aplicatie. Sa se calculeze:
A=[x*sh2x dx
. - . t 1 .. 9 .
Solutie. Notam 2x=t¢, iar x= 5 Sodx = Edt , apoi integrala datd se mai

poate scrie:

1 I, 2 _
A_Ejt shtdt—E[t chr—3t sht+6(tcht—sht)]—

=%(8x3 ch2x—12x* sh2x+12xch2x—6sh2x) =
3 2

= x_+3_x ch2x— x_+§ sh2x
2 4 4 8
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8. J, =Ix” chx dx

Solutie. La fel ca la exercitiul 15 putem scrie:
J, = Ix” (sh x)' dx=x"shx— nJ‘x"_1 chxdx=x"shx— nJ‘x”"1 sh xdx
J,=x"shx—nx""chx+n(n- I)J.x"’2 ch xdx

| —
I

Prin urmare:

J, ij" chxdx =x"shx—nx"" chx+n(n-1)J

n

oy V22

Aplicatie. Sa se calculeze:

A= J(2x3 —5x7 +x+2)chxdx

Solutie. Cu ajutorul relatiei de recurentd putem scrie:
A=2J,-5],+J, +J,

unde:
Jy=x, |2
J| =.[xchxdx=xshx—chx |-1
J, =x"shx—2xchx+2x |-—5

J, =x"shx—3x’chx+6xshx—6chx |-2

A =(2x3 —5x° +13x)shx—(6x2 —10x+13)chx—8x

1.7.3. Integrarea functiilor rationale in chx, shx, thx

Integralele de forma:

IR(chx, shx, thx)dx

se rezolva cu substitutia generala:

thX =/
2

De aici gasim:
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2dt dx

x=2arctht.. dx= - sau =dt
1=t 2¢h’ %
2
apoi:
2 1+
shx = tz, chx= +t2
1-¢ 1-
Exercitii rezolvate
Lo1=] dx
Schx+3shx+4
Solutie. Notam:
2
chx= e dx = 2dt

X
th—=t=shx=——, , dx=
2 1-¢ 1-¢ 1-¢

Integrala devine
2dt dt 2 2
I = = 2 =— = —
I(z2+6z+9) I(t+3)2 t+3 X3
2

2. [=I d ., a,b,ceR
a+bchx+cshx
Solutie. Utilizdnd aceleasi schimbari ca si la exercitiul precedent, putem

scrie:

2dt dt
I= j =2 _
)+b(1+8)+2et 7 (b=a)r +2ct+(b+a)

Discrlmlnantul trlnomulul de la numitor este:

S=a’ +c’-b°
Distingem doua situatii:
(i) 6>0 i.e. a’+c’—b>>0. Inacest caz integrala se scrie sub forma:

dt

I = 2 =
j(a+b)—(a—b)t2 + 2ct

dt
:2(a—b)_[(a2 —bz)—[(a_b)z £ _2C(Cl—b)d -
gt du
=2(a_b)I§2 —[(d—b)t—cT =2J.§2 v

unde: u=(a—b)t—c
Pe de alta parte:
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J‘L:Larcthi
& —u’ 5 s
urmeaza ca:
2 (a—b)t—c
I=—arcth—
7 75
sau
X
(a—b)th——c
I =;arcth—2, pentru a’ +¢* > b’

Nat +c2 =b* Jat+c* =b?

(i) 5<0 ie. b*—a’—c*>0.In acest caz integrala devine:

=2(b—a)J' dt =2j[ (b—a)dt

(b—a)t2+20(b—a)+(b2—a2) (b—a)t+c]2+52

2
I=2J‘L=—arctg

A%
v2+(\/5)2 —0 V-6
unde: v=(b—a)t+c.
Astfel:
(b—a)th™ +c

2
Jat +¢* =b?

2
I= arctg , pentru @’ +c* >b’

Jat +¢* =-b?

31=[ 5

sh®x+ch”x
Solutie. La numarator putem scrie 1=ch’ x—sh’x, iar integrala se va rescrie
sub forma:

ch? x —sh? x
1= =—thx—cthx
-[ sh? xch? x J‘shz J.ch2

2

Tinand seama de faptul ca cth 2x:1_:%, integrala se poate scrie si sub
X

forma:
[ =-2cth2x

szshzxchzx dx

Solutie. Tinand seama cd sh2x =2shxchx, integrala se va scrie:
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I= lJ‘sh2 2xdx = lJ‘sh2 tdt
4 8
unde ¢#=2x. Am vazut ca:
1
Ishzt di=—L 4 1snos
2 4
deducem ca:

1 =—£+ish4x
8 32

1.7.4. Integrarea functiilor rationale in ¢*, chx, shx

Integralele de tipul:
jR(ex,chx)dx J.R(ex,shx)dx J.R(e",thx)dx

se rezolva cu substitutia:

Exercitii rezolvate
1.a) Izjexchxdx

X —X

s ~ +
Solutie. Intrucat chx = ¢ re

, schimbarea e =¢..e¢'dx=dt aduce integrala

la forma:

o 1el, £ 1, x 1
I=j—’dt=—jzdt+—j—dz=—+—1nt=—+—e2"
2 2 29¢ 4 2 2 4
b) Izjex sh xdx

X —X

e —e

Solutie. Se procedeaza ca mai sus tinand seama cd shx = 3

2. 1, 4 =Ie’” ch Bxdx

Solutie. Vom integra prin parti, ludm:
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L du = ae®dx
= 1
{dv =ch fxdx v= ESh Px
Astfel:

I, , =%e‘” shﬁx—%[%e‘” chﬂx—%je’” shﬂxdx]

Apoi, pentru ultima integrald se poate lua:

I du = ae®*
= 1
{dv =sh Bxdx v=—ch fx
B
iar
1 o
1, ,=—e* sh Bx—— e sh Bxdx
o !
sau

ax 2

¢ (ﬁshﬂx—achﬂx)+%]av

1, 5= 7

B

de unde rezulta, in final:

a.
e X

I, ;=] ch Bxdx= (Bshpx—achpx), f+#+a

/BZ_aZ

Aplicatie.

e*x

I, =J'e”‘ ch 2xdx = 3 (2sh2x—ch2x)

Exercitii propuse
Sa se calculeze primitivele:

1.a) jshax dx

R: lchax
a

b) fchax dx
1

R: —shax
a

c) Ithax dx
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1
R: —In(ch
p n(c ax)

d) Ich ax dx

R: lln|shax|
a

2. a) Ishz ax dx

R _£+sh2ax
2 4a

b) Ichz ax dx

R £+ sh2ax
2 4a
c) Ithz ax dx
B th 2ax
a

d) .[ cth® ax dx

cth2ax
a

R:x

R: x—

3. a) jxshax dx

R: Echax—lshax
a a

b) .[xchax dx

1
R: ——zchax+£shax
a a

4. a) Ixz shax dx

a’x*+2 2x
—chax——-shax
a a

b) sz chax dx

R:

a’x’ +2

5 shax

R: —2—)2Cchax+
a a

5. a) J‘sh2 ax dx
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2

R: —chhZax—ish2ax+xT

Ra 4a

b) Ixch2 ax dx

2

R: —%chzax—ish2ax+%

8a 4a

6. a) J‘xz sh? 2 dx
a

7.a) 1, =.[sh” ax dx

n—1

1
R: I =—sh""axchax———1I ,,

n

na

b) [sh’ %dx

R: —gch£+lch3—x
2 2 6 2

8. a)J, = jch” ax dx

1
R:J =—shaxch"" ax+
na

na

n—1

na




R: Se tine seama de punctul a)

11. a) I, =J.th” axdx

1
R: I =- th"'ax+1,_,, Vn>2
(n—l)a

mngw

mﬂ
2

R: —th2§+2ln

1
th" ax
1
ccth"ax—J, ,, Vn>2

n

dx

12. a) J, =]
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1

thax dx

b) |

R: —cch%—+2ln

sh E‘
2

13. a) I, =Ix" shax dx

n n-1
X nx n(n—l)
R: I, =—chax———shax+———=1, ,
a a a

b) Ix3 sh%dx

R: Se considerda n=3 si a :% in rezultatul de la punctul a)

14. a) J, =J.x” chax dx

n n—1 _1
R: anx—sharx—nx2 chax+n(n2 )J,H, Vnz2
a a a
b) [x*chZdx
) Jxtehs
15. J'L
chx+shx-2
R: —Xilim[chX |3t
4 2 2 2
6. | i
9chx+10shx+3
. 5+3th%
R: ——arcth| ———=
7 7
7w
achx+bshx
C _12_ 2 _
R: (i) pentru §=b"—-a’<0, I, ,= > arctg N
2 b+ath—
(if) pentru § =b>—a’ >0, I, , =—————arcth
’ b2_a2 b2_a2
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dx
b -
) JAchx+2shx

2+thf
R: ———arcth

N R I

dx
C —_—
) J‘2chx+shx

1+2th >
R: ——arcth 2

N R

18 J'L
sh?Xch2 X
a a

R: —2acthﬁ
a

19. jshzfchzfdx
a a

R: —EJrishﬂ
32 a

20. a) Ishaxshbx dx

2
a” —

b) fch axshbx dx

R: %(ashbxch ax—bchbxshax)
b

R: ;z(achaxchbx—bshbxshax)
b

2
a” —

c) jch axchbx dx

R: ;(ashaxchbx—bshbxchax)

2 2
a —-b

21. a) Ie‘” sh Bxdx

ax

R: ﬁ(ashﬂx—ﬂchﬁx)

b) .[ ™ ch Bxdx

R:

o —

° 7 (ach Bx— Bsh fx)
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1.8. Integrarea functiilor irationale

1.8.1. Integrarea functiilor irationale pe cazuri particulare

Distingem urmatoarele cazuri:
I Integrantul este o functie rationala R de forma:

nop P

IR(x,xq‘ x4 ,...,x;)dx

atunci se face schimbarea de variabila:

x=1",s =c.mmm.c.(q,,q,,....q; ) €))

1I. Integrantul este o functie rationald R de forma:

(ax+bjp' (ax+bjp2 (ax+b]p”
_[R X, , yeees dx
cex+d cx+d cx+d

atunci se face substitutia:

ax+b
=¢t", unde s =c.mm.m.c.(q,,q,,...,
xt+d (‘h 9, Qk)
Se rezolva in raport cu x si se obtine:
)
x=t d Sb )
a—tc

si apoi se determind dx. In urma schimbarii, se obtine o integrald de functii
rationale.

Exercitii rezolvate

J‘ dx
Y(2x+1)" —V2x+1

Solutie. Integrala se mai scrie:

dx
2 1
(2x+1)3 —(2x+1)2
cu ﬂzz, &:l, deunde s = 6
g9 3 g, 2

Se face substitutia:
2x+1=1° " dx=3dt
Integrala devine:
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l_jftdt—sjt 1 t_3j 1dz=

2
=3j(t+1+—jdt=3(t—+t+ln|t—l|j
t—1 2

1
sau revenind la variabila initiald cu ¢ =(2x+1)e

1

2x+1)3 1 1
=3 %+(2x+1)6 +n|(2x+1)0 1] [+C
$x
2. I dx
1+43/x
Solutie. Integrala se mai poate scrie:
1= I —dx unde ﬂ=l, p_1
) g9, 0 g, 3
si atunci s = 6. Se face substitutia:
=t dx=6tdt
I=
Observam, insa, ca:
' (4
=\t" -t +1)- ,
£ +1 ( ) £ +1
astfel ca:
1 £
I=||t-¢ t=———+t—arctgt+C
I( £ +1 5 3 s

1
iar in final, schimband 7=x°, se obtine:
5 3

£6 g6 1 1
I=——-—+x%—arctgx® +C
5 3

L CEa b
j (1+\/_)

Solutie. Se observa ca s=c.m.m.m.c.(3, 6)=6, iar substitutia:

=0 dx=6dt
conduce la:
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[:

B (£ + +1)t ERpE +1 B £1+)+1
J “(1+2%) _6I 4i=6] Yo

t2 = %t“ +6arctg?

Revenind la notatia initiala:

1 =%3/;+6arctg§/;

J;+f
e

4. I=

Solutie. A1c1 s—c.m.m.m.c.(z, 3, 4, 6)=12. Se face schimbarea:
=t rdx=12¢"dt
iar integrala se scrie succesiv:
(£ -1)+(t-1)+2
t—1
2 dt 3 2
=12{(¢ +t+1)dt+12fdt+24j:=4t +61> +24¢ + 241n]t — |

t° +l‘
dt =

I= 12j ”dt:12j‘t(iz%l)dt:12j

In final, renotand ¢ =%/x se obtine:
1 =4x +6%x +24%x + 241n

-1

> 1= J-x/2x 3+1

Solutie. Integrantul devine o functie rationala daca se face schimbarea:
2x-3=¢"r.dx=30dt

Astfel:
3l dr _ %ﬂ —%f +1° =3t +3arctgt

Intorcdndu-ne la schimbarea initiald gasim:

I =%$/(2x—3)7 —gg/(zx—s)s +\J(2x=3) - 3¢f(2x=3) + arctg (22 -3)
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I11. Integrale de forma:

J‘ dx
Vax’ +bx+c
In functie de modul de aducere la forma canonica a expresiei de sub radical
do
/ 0 ta’ ’

dupd cum discriminantul ecuatiei este A=5b>—4ac<0

si In notatiile conventionale, integrala se aduce, fie la forma j fie

d
la una J‘ﬁ ,

sau, respectiv, A=b"—4ac>0

Exercitii rezolvate

1. J‘ __dx
NXP+4x+5
Solutie. Se restrange sub radical, a.i.
dx dx
I= .[ \/ 2 - I 2
X +4x+5 \/(x+2) +1
apoi, se face schimbarea: x’ =¢ ..dx=d¢

do 2 2
I = =ln( +4/ +1)=1n(x+2+\/x +4x+5)+C

2 Tt )

Solutie. Avem:

dx dx 1 J- dx

I:J 3x2+4x—1:j 1 2V N
- Hg‘(’“sﬂ P

Notam: x—%z Q.. dp=dx

arcsm — =—=arcsin 3¢

e

sau 1n final:

1= Lalrcsin(3x -2)+C

3
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IV. Integrale de forma:

J‘ Ax+B »

Nax? +bx+c

Se va izola la numdrator derivata termenului de sub radical si apoi se va
efectua descompunerea in suma de doua integrale, asa cum am vazut la

rezolvarea integralei: J ﬁdx Astfel:

X+ px+q

A Ab
I Ax+ B jza(z““b) B_de A 2ax+b
Vax? +bx+c \/ax2+bx+c 2“ Vax? +bx+c

) R

Folosind substitutia: ¢ =ax’ + bx + ¢, dp=(2ax + b)dx, prima integrala

devine: J‘% =24/ , 1ar a doua, se va calcula ca in cazul /L.

Exercitii rezolvate

I-I 5x-3

V2x*T +8x+1

Solutie. Se noteaza: 2x” +8x+1=p(x) . (4x+8)dx =dg(x), astfel ca:
1 20x-12 4x + 8 5¢d
I= I —— I =2 I a9 _

Z \/2x2+8x+ V2xT +8x+1
dx 5 13
-13 dx=— ——1
J- 2 7 ’ 2\/5 \/E !
2 (x+2) —5

=§\/2x2 +8x+1—£1n X+ 2+, % +4x+%

NG

x+2+ (x+2)2 —%‘:

+C

2 J‘ 3x+4 (2 4)

V=x?+6x—

Solutie. Notam.
X’ +6x-8=0p.. (—2x+ 6)dx =do
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Apoi, aducem, succesiv, integrala la o forma mai accesibilé:
1 —6x—8 Zx + 6
e TR

N=x" +6x— N=x" +6x—
———j +13J—ﬁ_ -3 (p+13j ﬁx 3

=-3J-x*+6x-8 +13arcsin(x—3)+C

V. Integrale de forma:

d
] .

(x—a)\/ax +bx+c

o 1 dt
Se face substitutia: x—a=-..dx=——
t t
si integrala devine:
—dt

\/(61052 +ba +c)t2 +(2aa +ba)t+a ,

care a fost analizatd la /.4.3.

Exercitii rezolvate

L o
xV5x2 = 2x+1

Solutie. Notam x = ! =dx= —izt . Integrala devine:
t t

i
[~ = o Sy VRS YO [Py S
\/5 v NP =245 \/(t—1)2+4

|1 x++5xF —2x+1 |
) i

=—In

l—1+,/%——+5
X X X

2 I dx

, -1, 3)\{1
(x—1)V=x" +2x+3 FEEL MY
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dt

Solutie. Notam x — l—l:x:1+l dx=——
t t t

Integrala devine:

dt _J' dt

i\/ C+1J2+2C+1j+3_ j\/4 t —%

=—lln
2

t+‘/t2—l
4

=——1n| 1 N 1 ll |2+\/—x +2x+3|+C
v (x-17 4| 2 \ 2(x-1) |
3. I 3x+2 dx, x #-1
x+1 X2 +3x+3
Solutle.
—J. 3x+3-1 dx=J- 3(X+1) dx—J‘ dx _
x+1 VX +3x+3 (x+1)\/x2+3x+3 (x+1)\/x2+3x+3
dx dx
=3 - .
'[\/x2+3x+3 '[(x+1)\/x2+3x+3

In ultima integrala se poate face substitutia:

x+1=l:>dx=—izt,
t t
astfel ca:
d :
2
1=3I de +I 2t =3lnlx+=+ (x+§] +3+
3V 3 T1 (1 1 2) 4
x+—| += . J|--1| +3]|—-1|+3
2 4  r\\¢ t
+I —31nx+3+\/x +3x+3 +J'L=
\/t +t+1 ( 1)2 3
t+—| +=
2 4
305 1 1y 3
=3lnx+5+\/x +3x+3 +lnt+5+ t+5 +Z=
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=3In +C

x+%+\/x2 +3x+3

1 VX* +3x+3
+ln% + ‘

1
x+1 5 x+1

VI Integrale de forma:

I—P" (x) dx
Nax? +bx+c

unde P,(x) este un polinom de gradul n. Se poate proceda la descompunerea

integralei Intr-o suma:

P, (x) dx
—r =0, (¥)Vax’ +bx+c + A| ——me (1)
J.\/aszrbx+c l( ) J‘\laszrberc
unde O, ,(x)este un polinom de gradul n—1 si A constantd reala, apriori

nedeterminati.
Relatia (1) se deriveaza si rezulta:

P(x) 0. (x)(2ax+b) A
—_dx=0 (x)Vax’ +bx+c +—- +
J‘\/aszrbx+c 1( ) 2\/ax2+bx+c \/ax2+bx+c

Aducand la acelasi numarator se obtine:
2P (x) =20, (x)(ax’ +bx+c) + Q,,(x)(2ax+b) + 22
si se identifica cele doud expresii, obtinandu-se coeficientii polinomului

(O (x) si A

Exercitii rezolvate

3 2
1 J‘x +2x°+3x+4

—_—dx
N2 +2x+2

Solutie. Inacestcaz n = 3si Q,(x)=ax’+ fx+y. Potrivit celor de mai
sus:

X 4+2x7 +3x+4
dx=(ax’ + Bx+y)Nx" +2x+2+ 1
j Vxt +2x+2 ( ) '[

Derivand si aducand la acelasi numitor, se obtine:
X 42X +3x+4=QRax+ f)(xX* +2x+2) + (a x>+ B x+y ) x+1) +A

dx
—
VX +2x+2

sau
X 42X +3x+4=3x+ Sa +2P)x’ +(da+3f+y)x + QB+y+A)
Identificand coeficientii se obtine sistemul de ecuatii:
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3a =1

Sa+28 =2
da+3p+y =3
2+y+4 =4
cu solutia: azl, ﬂzl, =Z, l:é.
3 6 2

Inlocuind valorile astfel gasite in descompunerea (2) se poate scrie:
[t g (L a2 S

N2 +2x+2 - 2 \/x2+2x+2:
:l(2x2+x+7)\/x2+2x+2+§.[—dx =
6 2 (x+1)2+1

=%(2x2+x+7)\/x2+2x+2+§ln‘x+l+\/x2+2x+2‘+C

Exercitii propuse

6
1. Iidx
x(2+3/;

6
R: %lnx+%1n(i/;+ 2)+3\/§arctg(%j

2+\/;+f
2.I e x>0

R —12¥/§+6S/§+3%/§—%2x5 —%‘W +%%/7+§2/x_5+%\2/x“ +
+81n(‘2x+1)—41n(2/§—‘2x+1)

dx
3 = =\ x>0
J‘X(\/;-i-\slxz)
R: 1nx—101n(1+‘{’/_) 5 10 5

Wfaﬁzf
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x>0

4 IL
I x 3 24x
R: 2&—3%—84‘/}+6€/§+48‘2x+31n(1+1%/§)+§1n(€/}—12x+2)—

e 2%/x -1
NN
Jx
S.I\/;_%/;dx x>1

R: x+§€/?+%%/x_2+2\/§+3%/§+6€/§+61n(€/}—1)

x>1

dx
6. Im,
R: 3%/§+31n(%/}—1)

dx
7. |——————, x>0
L)
R: lnx—loln(l—lxo/;)+£—i ﬁ_ 5

U 3 e

IL xe(-1,1)

(1=x)V1-x*

Indicatie. Se scrie:

(1= )V1— 2 =(1=2)(1+x), =2

1+x

. - 1-x
§1 se noteaza: ,|—— =t
1+x

x+1

R:
1-x

9. dx
J.ﬂ(x + 1)2 (x - 1)4
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Indicatie. Scriem 3f(x+1) (x—1)" = (x +1)(x—1)3| ~—

x+1

=t

R i3l+x

2\V1—x

10. I(x—2) 1+xdx

—X

R: (l—gjx/l—xz —%arcsinx

. [ or
' I+x x

) I-x |\/1+x— 1—x|
R: 2arctg 1er+1n|\/ﬁ_ 1—x|

1-x
12. dx, 0,1
iz seton

. Apoi notam:

Sy 9 R . . . 1—t
Indicatie. Se fac doua schimbiri succesive vx =1 si apoi /1— =u.
+t

R: ﬂ(ﬁ)—arcsin\/;

13. j 2+j4:7x42_x2dx, xe(—\/z,\/g)

R: arcsini—ln(er\/x2 —2)
V2

14. a) | dx
' J1-2x —41-2x

R: —\/1—2x—2(‘/1—2x—2ln\4/1—2x—1‘+C
6

b) | Ux dx
1+%/;
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gQ/;—Z\/;+6§/;—6arctg§/;+ C

dx
S N
x—%+\/x2 -x+1

R: In +C

b) J- dx
J=x?=2x+8

R: arcsinx+1+C
16. a) J‘ 5x+3
V-x’+4x+5
x—2
R: —5vV—=x*+4x+5 +13arccos +C

b J‘ 3x+2

Vxl+x+2
R: 3Wx*+x+2 +Eln

x+%+\/x2 +x+2|+C

17.
2 '[ x+2)\/x +2x

R: +C
x+2
b)J‘ dx
xV2xt=2x-1
x+1
R: —arcsin +C
3
18. a) —dx
I x+1) x*+1

1—x+‘/2(x2+1)‘ -
+

2(x+1) ‘

In|x ++/x> +1‘+\/§1n
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x2 +2x+3

b)
J-\/ -x +4x
R: —(E+5xj\/—x2+4x+13arcsinx+2

+C

1.8.2. Integrarea functiilor quasirationale

Integralele de forma:

dx

ax+b J~ax+,8nax+b

n d 5
I(ax+,8) cx+d ! ax+p\Nex+d

sau

Pl Jax+b
J.Q(x) cx+d

se rezolva utilizand schimbarea de variabila:

n

ax+b

cx+d

Exercitii rezolvate

J.x;ﬂdx x>2
X x —
Solutie. Notam x—2=1¢>..dx=2t dt. Apoi cu x=1>+2, integrala dati se va

scrie succesiv:

2
t +3)tdt—2_[(t +2)+1:2(¢+LarctgL

B '[ t +2) 42 2 \/5]

In variabila x, integrala are valoarea:

I=2Vx=-2 +\Earctg,/xT_2

2. 1:]131
X

Solutie. Se efectueaza schimbarea de variabila:
144
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_ 3 2
! x=t3<:>x=1 [.'.dxz— ot

1+x 1+£ (Hts)z
apoi, rescriem integrala sub forma:
tdt_ (£ +1)+( -1) o dt dt
1= 6ft 3 I dt—3_ft3—_1+3j.t =3J,+3J,

Am vazut in paragraful I 3. ca:

I a1 f2xa) 1 £ +at+a’
N e N e (t—a)’

j dr L E— 2-a) 1 ©’—at+a’
£+a f a3 ) 64’ | (1+a)
In cazul a =1integralele de mai sus ne dau:

1 20+1 1, £ +t+1
J, =——=arctg

R e iy

201 1, 7 —t+1
arctg ——In

BB 6 (1)

Inlocuind mai sus, gasim:

2t+1 2t—1) 1 £ —t+1 £ +t+l
1=3 arctg + arctg J+— In| ——|-In
( NE V3) 2| (e+1) (t-1)

sau 1in final:

J, =

1 41 1-
I=\/§arctg \{gt +—nt ! +2 cu t=3 il
2t°+1 2 (t2_1) 1+x

I=[———, xeR\ o,é
> (ZF] )

Solutie. Daca substituim:

x__lzt cu sz s] dx = dt

X 1—¢ (t — 1)2
integrantul devine 0 functie rationald in Variabila t, iar:

~ _ dt 1 )—(1+2) -
- ;+2 (1) e j ;+zx ¢

N
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NEanl
x 1 Ry
i/x_l_l‘ 3 |3/x—1—%/;|

X

2 2—x
4, [ = o iy R\{-2,2
J(z_x)mfm x, xeR\{-22)

Solutie. Notam:

2—x=t3 cu x:2(1_§3) Sl = — 6t .
2+x 1+¢ (1+t3)

Astfel, integrala devine:
-6t 2
A6r) L 3pdr_ 3 33(2”)

T2 w4\ 2—x

2
1=] 61° '(1”3)2 277 a4
(1+t3)2

5. IZJ- ij 5
{‘/(x—l) (x+2)

Solutie. Sa observam ca:

-1y (x+2) =(x-1)(x+2)s 2

x—1
Apoi cu substitutia:

x—=t . 4x+2=t
x—1
4 4
obtinem x:t4+2; x—1= 43 ; x+2:%,iar
-1 -1 -1
126

dx =— dt

(1)

Integrala se va rescrie astfel:

[__J.(t“—l)'t“—l —12¢° dt——fjﬂ—i
- 3003 (pa) R

N oL x+2
sau in notatia initiald, cu 7= 3| .
x—
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[=i4 x—1
3Vx+2

xel4

6. I=
Jl«/lx 4x

Solutie. Scriem numitorul sub forma:

4(1—x)3(4—x) =(1—x)</§

si facem schimbare:

_ 4 3
44 x:t’ deundex=4i I . 12¢°dt

1-x t' -1 (t4 _ 1)2
Integrala se va scrie succesiv dupa cum urmeaza:

a7 - dt pdr
‘fﬁ(f*_l)‘ff(ﬁ_l)(ml)d ) e vy

(" +1)- ) (2 +1)-2 (g dt dt
_'[ t+1) - j (t2+1) dt_EUﬂ_Iﬁj_
dt dt 1
_Utz It +1):Zln
Revenind la notatia initiala, cu ¢ = ¢

4—x] —ln|m M|
|\/4 x+31- x|

-1 1 1
+—arctgf +—
t+1 2 t

— &
I
= | =

124
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> g

4—-x

B dx
7.1 _j—3 G

Solutie. Aducem integrala sub forma:

B dx
[x—6
x 3
X
Apoi facem schimbarea:

-6 6 . 18¢°
T p cu x= T Sldx=——5—
(t3—1) dt

X 1-1¢

Integrala devine:
tdt

t' -1

I =
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Stim, din paragraful 1.5. ca:

J-tdt —Larctg(zprl}—lln £ +t+l
£-1 33 V36| (1)

astfel, in final, deducem:

2 1 _
I=- 3arctg(2t+lj+lln[ij cu r=3=~ 6

V3

Exercitii propuse
1
—\/ 0.1)
X
\/1 +x—+1- 1-x
R: +2arctg, | —
\/ +x++1- 1+x

2 [ e
\/T —-x- 2 +fln(x+m)

/x+
x>1
1+x X —
+1 x+1

1—¢
R: ——1 (2—) + 3arctg2t—; t=3
2 ([ +t+1 NE) x—1

R: (x —xyx* = +lnx+\/x7—‘)
S-I X dx

(x—l)\/1+x—x2
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Vi+x—x* +2x

Indicatie. Se scrie:
_[ xdx 1

dx
(x—l)\/1+x—x2 :'[\/1+x—x2 +'[(x—1)\/1+x—x2

X

Vi+x—x* +1 l+V1+x—x7
R: In| ————|-2arctg| —

. . . - . 1
unde ultima integrala se calculeaza cu schimbarea x—1=-
t

1.8.3. Substitutiile lui Euler

Integralele de forma:
IR(x,\/axz +bx + c)dx

se calculeaza efectudnd una dintre substitutiile:

i) |Nax®+bx+c=t+xJa|, dacd a>0

ii) \/ax2+bx+c=txi\/g, dacd ¢>0

iy |Nax’+bx+c=(x-a)t|, dacd ax’ +bx+c=a(x—a)(x—f)

i.e. a este una dintre radacinile reale ale polinomului ax® +bx +c

Exercitii rezolvate

1. lsz

T++x*+2x+2

Solutie. Aici a=1>0 astfel, alegand:

VX +2x+2=t—x

si rezolvand ecuatia in raport cu x obtinem:

2 2
2x+2tx=t" -2 x= r-2. dxzﬂ

2(1+1)° 2(1+1)

dt
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Apoi:

2 2
1oV x4 2 =l4r—x=l47—— 2 T +4r+4

2(1+1)  2(1+1)

Cu acestea, integrala se transforma in:
I 2(1+¢) 7 +2t+2d[:J- £ +2t+2
7 +4t+4 2(1+1) (1+2)(z+2)
Integrantul se poate descompune in fractii simple cautand A4, B si C,
astfel incat:
£ +t+2 A B C
2= + + 2
(t+1)(z+2) t+1 142 (1+2)
de unde rezulta identitatea:
Par2=A(r+2) + B(t+1)(t+2)+ C(t+1)
Identificand coeficientii nedeterminati, obtinem sistemul:
A+ B =1
44 +3B +C=1
44 +2B +C=2
cusolutia 4=1, B=0, C=-2
De aici deducem ca:
rf++2 1 2
(t+1)(r+2) 141 (r+2)
care prin integrare, ne da in final:

=1n|t+1|+i
t+2

sau 1n variabilax, cu f=+x*+2x+2+x

I=1n(x+1+\/x2+2x+2)+ 2
X+2+x2+2x+2

2. 1=]

dx
x+Vxt—x+1

Solutie. Aici c¢=1>0, astfel ca putem substitui:

VX —x+1=mx—1

de unde:

2
(r-1)x=(F-1)x & x=2"L ge=pl 0]

-1 (# —1)2

pe de alta parte:
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x+xt—x+1 :Ll
t_

astfel, in noua varibila ¢, integrala se va scrie /, obtinem:
2
I =2t -1—21.‘—22 ;
t(r=1)(t+1)
descompunem integrantul in fractii simple, cautand constantele A,B,C si D
pentru care:
-2t +2t-2 A B . C D

(=1)(e+1) ¢ =1 (141) Ay
obtinem identitatea:
202 +2t-2=A(t-1)(t+1) + Bt (¢ +1)" + Ce(t=1) + De (1 1)’
Dand valorile particulare 1=0,7=1 si t=—1 se obtin, respectiv relatiile:
—4 =2
4B =2
—2C-4D=-6
valoarea particulara 7 =2 conduce la o a patra relatie:

94+18B+2C+2D=-6
Se gisesc: A=2; B= —%; C=-3;D= —%. Inlocuind mai sus, integrantul
devine:
200 42t-2 2 1 3 3

(-1 (e+1y ¢ 2(0-1) (e+1) 2(t+1)
de unde, prin integrare:

I =2Inft|~Stnf— 1+ —— 2] +1]
2 t+1 2
[ 2
Cu = Itye —xl se obtine primitiva in variabila independenta x,

X
astfel, in final, se gaseste:

l+vVx?=x+1 1 |1—x+\/x2—x+1| 3x
[=2In——————— ——In +
‘ X ‘ x+Vxt —x+1

[ 2

—iln x+vVxi—x+1
2 X

151



dx
> J‘(x—l)\/2+x—x2 ’ XE(O’z)

Solutie. Intrucat 2+x—x* =(1+x)(2-x), suntem in cazul iii) iar, dacd se
alege o =-1, atunci, se va face substitutia:
N2+ x—x7 =(x+1)t
de unde rezulta, 2 -x=(1+x)¢, apoi:
_2-t. 1= 1-2¢ 3

=—; x—1= ; dx=— S dt
t+1 1+¢ (1+t)
In plus:
N2+ x—x =i
I+t

astfel, in variabila 7, integrala se va scrie'

2 2 —
J~1+t 1+t 3 dl‘—j :_J- t—(2t
1-2¢t 3¢ 1+;) 2t 1 2z—

NEWEE
2t -1 2t
Revenind la variabila initiald, cu ¢ = 1\/2+x—x2 rezulta, in final:
X+
2
Izlln x+1-+v2+x—x
2 \/2+x—x2
4. E re(25)
(7x—10—x2)

Solutie. Dupé cum se observa pentru trinomul —-10+7x—x" coeficientii a si

a=2, ﬂ—S, -10+7x—x =(5 x)(x—2)
astfel ca, in virtutea cazului iii) al substitutiilor lui Euler, schimbam:
V7x-10-x* = [(5-x)(x-2) = (x~2)t

de unde rezulta:

2
5—x=(x—2)t2 c>x=51+—2§, dx=- 61 dt
+1

apoi:
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(-2

Inlocuind aceste relatii in integrala data obtinem:

R VIS Y BP0
27 9\ ¢

. x—2 g e e a C
iar pentru ¢= /5— se gaseste, primitiva in variabila x:
-x

10 x—2_i\/5—x
9V5-x 9\Vx-2

5+2¢ 3t
2 |t= 2
1+¢ 1+1¢

1.8.4.  Alte metode de integrare a functiilor irationale

Integrala de forma:

j dx meZ

(x—a)m Vax? +bx+c’

se rezolva cu substitutia: |x—a=-

Exercitii rezolvate

X >—
Vax? +4x— 2

Solutie 1. Observam ca integrantul se mai poate scrie sub forma:
x+3 1 (2x+1)+5

Vax? +4x-3 _2\/(2x+1)2 ~4

Se face substitutia:

1 J- x+3dx 1

t—1

x>t 2x+1=t, x=—, dledt.
2 2

Integrala se va scrie:

5 5 d.
=y f = tf_ﬁ”zf tzt_4
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I =% -4 +%ln‘t+\/t2 —4‘
Revenind la variabila x, cu t=2x+1, se obtine:

I=%\/4x2 +4x-3 +%ln‘2x+1+\/4x2 +4x—3‘

Solutia 2. (Metoda coeficientilor nedeterminati). Se cauta A si A reale, a.i.

__x+3 +3 dx
= AVAX +4x-3+ 1
I Jaxt rax—3 J.\/4x2+4x—3
Derivand in ambii membri se gaseste identitatea:
x+3 _ 4A4x+24 A

= +
VAx +4x+3 A +4x-3  J4x +4x-3
sau prin identificare, se obtine sistemul:

44 =1

A+ 24 =3
de unde Azl, /1=§.
4 4

Inlocuind mai sus, se gaseste:

I=%\/4x2 +4x-3 +§ln

2x +1++/4x> +4x—3‘

1= J.\/x +2x+2

Solutie. Aici:
P (x)=x3 —x-1, n=3

Se cauta O, ,(x)=4x>+Bx+C si A1eR, astfel incat sa aiba loc
reprezentarea'

jmdx (Ax* + Bx+C)Vx* +2x+2+,1j

Derivand in ambii membri, se obtine identitatea:

X —x-1 (x+1)(Ax2+Bx+C) A
————  =(2AX + B)Vx  +2x+2 + +
VX +2x+2 ( ) * ' VX +2x+2 VX +2x+2

sau

dx
N2 +2x+2

x'—x—1=(24x+B)(x* +2x+2)+(x+1)(4x’ + Bx+ C) + 4

grupam convenabil termenii si apoi identificam dupa puterile lui x:
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¥ —x-1=24x +44x* +4A4x
+ Bx*> +2Bx +2B

Ax’ + Bx* + Cx
+Ax* + Bx +C

+A

34X° +(54+2B)x* +(44+3B+C)x+(2B+C+ 1)
Obtinem sistemul:

34 = 1
5A+2B =0
44+3B+C =-1
2B+C+A=-1
cu solutia:
a=1, =2 c=1 ,1-L1
3 6 6 2

Prin urmare:
1, 5 1) 1 dx

I=|=x"—=x+—|Wx +2x+2+—j—

3 6 6 27 x* +2x+2

Ultima integrala se poate scrie:

dx

x+l)2+1

dx B
I\/x2 12x+2 _I\/(
asa ca, 1n final:
1

I:E(sz —5x+1)\/x2 +2x+2+%ln(x+l+\/x2 +2x+2)

=ln(x+1+\/x2 +2x+2)

3. szx/4x2—4x+3 dx

Solutia 1. Observam ca 4x* —4x+3=(2x~-1)" +2. Notam:
2x—-1=t, a* =2 iar dledt.
Integrala se reduce la una de forma generala:
I= %jm dt
Dar am vazut in paragraful 1.3. ca:

J‘\/t2 +a’dt :%tx/tz +a’ +%ln([+\/[2 +a2)
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astfel integrala data are expresia finala:
i a3 e (2014 e 3)

Solutia 2. Se transforma integrala in:
= J- 4x —-4x+3
Vax* —4x+3
apoi, se aplicd metoda coeficientilor nedeterminati, cautand constantele A4,
B si A reale, astfel incat:

4x —4x+3
Ax+ B)WAx> —4x+3 ++4
\/4x —4x+3 ( ) I

dx
Vax? —4x+3
Rationand ca la exercitiul precedent, vom scrie:

2
A IS 4w dxt3 4 (Axe B2 2
4% —4x+3 Vax* —4x+3  4x* —dx+3

sau
4y’ —4x+3= A(4x* —4x+3)+(Ax+ B)(4X -2)+ L &
4x* —4x+3=84x" +(-6A+4B)x+(34-2B+ 1)
Identificand coeficientii nedeterminati se obtine sistemul:
84 = 4
—6A+4B =4
34-2B+ 1 = 3

a carei solutie este:

PEETE
2 4

Inlocuind mai sus se gaseste:

1 dx
I=—(2x-1)V4x* —4x+3 + | —————
4( ) I\/4x2—4x+3

2x—1+\/4x2—4x+3)

Insa:

dx B dx I
vy el el

Astfel, integrala devine, in final:

1:2"4_1 4x% —4x+3 +ln(2x—l+\/4x2 —4x+3)
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4. 1=jL x#0, a#0

b
[ 2 2
XNX" +a

. < 1 dar o .
Solufie. Notam x =-..dx =——-. Prin urmare:
t t

1 dt
e N o Ly

1 C <
cu a =—. Integrala obtinuta este una cunoscuta:

a
(o)
Nt +a’
n C e e e 1 1 .
Astfel, 1n variabila initiald, cu ¢ =—, se obtine:
X

a a X X a

Solutie. Scriem integrala sub forma:

1

fz_im(m+az):_11n(1+ 1,1

1

j:__

a

'( )dx

m[

a+Nx*+a’

/= I

P

a a

f- s ——dx=¢'(x)d

_=0(x) o —gdv=g/(x)dx
iar in final, se gaseste:

1 ) 1 .
I =——arcsin ¢(x) =——arcsin (zj
a a X

unde

dx
6. I:J‘ﬁ, XE(O,G), a>0

Solutie. Vom proceda ca la exerci,tiul 5:

dx

SCEE

2

—1

|
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unde go(x):z " go'(x)dx:—%dx astfel:
X X
1 1 a+a* -x°
[=—1 o —1‘=——1 4iNg 7Y
y n|p(x)+¢’ (x) y n( . J
7. ]:J'L, xe(O, 2a), a>0
xv2ax — x°

Solutie 1. Intrucdt 2ax—x* =a® —(x—a)’, integrala se scrie:

It ZJ- dx
xﬂaz - (x - LZ)Z
Apoi, dacd se noteaza:
x—a=t. .dx=dt, 1ar x=t+a
urmeaza ca:
dt

Schimbam, mai departe:

1 du
t—>u .. t+a=— cu dtz——2
u u

si intrucat:

NV =M, u>0
u

Se obtine, prin Inlocuire:

—du 1 1 /a—t
[=|——=——2au—-1=—
J.»\/2au—1 a . a\t+a

Cum ¢ =x—a, rezultd in final:

\2ax—x*

ax
Solutie 2. Folosim schimbarea:

x—>t .. x=% dxz—dt (O<t<i)

I=—

£ 2a

Mai departe:
t
astfel Incat, integrala devine:

Iz—j £ dt=—f dt__ 15—
2at—-11° \2at -1 a
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Schimbéand ¢ = l, se obtine:
X

]__l 2_a_1__l Zaz—x__\/2ax—x2
a\ x a X ax

8. I= & xe(O,oo)

J‘x\/2ax+x2 ,

Solutie. Alegand:

Atunci:

m 2at+1

Astfel:

1 \2ax + x*
I=- ——2at+l=——-——
J‘\/2611‘-1- a ax

dx
9. I=|—————, xeR
sz [x2 +a2
Solutie. Se aduce integrala sub forma:
24’

_ dx 1 P
1_.[ 2 __2 2.[ 2
3 a a a
x 1+? 1+()
X

si apoi se noteaza:

2 2
(ﬁj =t.-.—2a3 dx=dt
X X

Astfel:

1 dt 1
L S S P
az'.-zx/t-i-l a’

2

. o . e e g a - A
iar dacd se revine la notatia intiald cu ¢ =— se gaseste in final:
X

1

2 2
I=———x"+a
a’x
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10. 7=

J‘ dx | S
-, X| a
2 2 2

X NX —a

Solutie. Procedam ca la exercitiul 9, astfel:

o+ [ff] sl

unde ¢(x)=1-—. Se obtine:

2

1=%m X —d’

dx
R oy

Solutie. Integrala se scrie:

di 1
I= ——t
'[ "‘2\[ a’
,/ -1
X
2 2
cu L= 2y,
X X

In final, se giseste:
1

1___ 2_ 2
azx a X
dx
12. 1=j(x_l)2m, xe(-2, 0)

Solutie. Efectudm substitutia: x—1=- .. dx=—

2’

V2—x—x =\/(2+x)(1—x) =

Integrala devine:

«_Nlb—ﬁ

pek

IZ_I tdt
N-3r-1
2_
Notam: +/-3¢—1=u, unde 1=4 ! si dt=§u du
Astfel ca:
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2
I=—J-u I 2udu =—=|(u’ -1 Mz—ilf +gu
3 3 u 9 27 9
Revenind la notatia in ¢, integrala are expresia:

1=- 2 {(VT) 2

. - . < t+1 . A
iar daca se tine cont cd x =—— obtinem, in final:
t

2 (x+2)(2x-5)
27 (x—l) 2-x—x’

I =

[:J- (x+4)dx
(x—l)(x+2)2\/x2 +x+1

Solutie. Scriem integrala sub forma:

_J' x+4 dx
x+2 \/x2+x+1

Descompunem fractia

x+4 o - ..
- Intr-o sumad de fractii simple, cu

(x-1)(x+2)
metoda coeficientilor nedeterminati:
x+4 A B C
2= + + 2
(x—l)(x+2) x=1 x+2 (x+2)
Astfel, rezulta identitatea:
x+4= A(x+2)2 +B(x—1)(x+2)+C(x—1)

Dand lui x valorile particulare: -2, 1 si 0 se obtin respectiv, relatiile:

-3C =2
94 =5
44-2B-C =4
de unde deducem: 4 :é, B= —é, C= —2.
) 9 9 3
Inlocuind valorile gasite in descompunerea de mai sus se obtine:
x+4 5 1 5 ' 1 2 . 1

(x—l)(x+2)2 "9 x1 9 x12 3 (x+2)2

1
Vxt+x+1

Apoi, dacd se inmulteste in ambii membri cu si se integreaza

termen cu termen, se ajunge la:
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I=§J- dx _SJ- dx _%J- dx
9 (x—l)\/x2+x+1 9 (x+2)\/x2+x+1 3 (x+2)2\/x2+x+1

L I L

Integralele obtinute fiind de forma :

dx
'[(x—a)m Nax? +bx+c

se rezolva cu ajutorul substitutiei:

xX-—a=-
t

. . 1 <. . A
Prin urmare, schimbarea x —1=- rezolva integrala /,, obtinandu-se:
t

3x 43+ 23x +x+l‘)

=%(ln|x—1| —In

Pentru 7, si I, se va nota: x+2=1
t
Astfel:

—3x+2\/§\/x2 +x+1‘)

=%(ln|x+2|—ln

iar

I, = ( ~2x +x+1+3(x+2)In|x +2| -
6(x+2)
—\/g(x+2)ln‘—3x+2x/§\/x2+x+1‘)

Propunem cititorului efectuarea calculelor!
La final, se obtine:

5 5 2 5 1
I=—1——I1,——-1 =————[—2 : 1-
9 9 T3 T T (el Y T
A v 23 vxr1| s [3xe3+203V wx 4
- 3(x+2 ln In
‘ x+2 ‘ 9\/5 ‘ x—1 ‘
Exercitii propuse
J‘ 5x+4
x’ +2x+

R: 5Vx +2x+5—ln(x+1+\/x2+2x+5)
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3 2
7 J-9x 3x +2dx
V3x? —2x+1
2
R: ¥\/3x2—2x+1

3. j\/x2 +x+1dx

R 2x+1

x2+x+1+§1n(2x+1+2 x2+x+1)

4 J'L
xV4x® +9
R: %ln|x|—%ln(3+\/4x2+9)

dx
5. , >1
J‘xxlxz -1 |X|

1
R: —arcsin—
X

6. | D re(-1, 1)\ (o)

xV1—x

1++1-x°

]

R: —In

=
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R: —;xlxz +a’

dx

|x|>1
x -1

R: —x" —a

dx
11. jm, |X|<1

1

R: ——1-x’
X
dx
12. I=|—————, x>0
J‘xz\/)cz+2ax

R I— (x—a)(x+2a)2

3a? (x2 + 2ax)3

13. I=J xe(O, 2a)

dx
X*Ax* =2ax ,

(x + a)(x - Za)2

. 3a2\/(x2 — 2ax)3

14. 1=j

L x>2a
xX*\2ax - x* ,
R (x+a)(x—2a)

3a’x2ax — x*

(x + 2)2 dx

> [Zj(x-z)(xﬂ)m

2x+1+/x* +1

R: 1n(x+\/x2 +1)—16\/§ln

15
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l6. J- —6x* +11x— 6

VX' +4x+3
R: %(x2—14x+111)\/x2 +4x+3—66ln‘x+2+\/x2+4x+3‘

17 J‘3x +5x7 —7x+9

N2xP +5x+7

R: —(32x —20x—373)\/2x2+5x+7+ 3297
64 1282

Ax +5+ 24/4x° +10x+14‘

In

18. [ dx

(erl)5 Vx? +2x

3x+5 3 3 .
SNVX+ 2x ——arcsin
8(x+1) 8 x+1

19. J- x dx

(x2 —3x+2)\/x2 —4x+3
VXt —4x+3

R: ——————— —2arcsin
x—1 x—2

dx

(x+1)3\/x2 +3x+2

20. |

2 x+2 8x +12x+7
5Vl (xe1)

X —l)dx

21.
J‘x\/x +3x2 +1

|x2+1+\/x4+3x2+1|
| x |

Indicatie. Se efectueaza substitutia: x° =+.

2 I dx
x—x*+2x+4

R: In
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R: 21n‘\/x2+2x+4—x‘— 3 —Eln‘\/x2+2x+4—x—l‘
2(\/x2+2x+4—x—1) 2

23, | ——
'[ 1-x* -1
R: u+2arctg /1+_x
X 1-x
24. I dx , xe[O, ﬂ]
(1+x)\/1+x—x2 2
[ 2
R: —2arctg[M+IJ
X
25, [——&
(2x—x2)
R: -1
2x—x°

3
26. Ix—de, xe(—l, 1)

(1—x4)m

2. lln /1+x f+\/1 1 arctg -
’ 1-x 4f "Gl 22 2x°

27. j@dx
1+x

15
R: %(x+\/1+x2)

x+Vl+x+x2
28. I dx, xeR
1+ x+V1+x+x°
3 3 1 3 2
R:x—ln(l+x+\/l+x+x )+— +—1n(1+2x+2 l+x+x )
21+ 2x 41+ x+x° 2
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1.9. Integrarea functiilor trigonometrice

1.9.1. Integralele de forma:

IR(sinx, cosx)dx

unde R este o functie rationald in sinx si cosx, se reduc la integrale de
functii rationale cu asa — zisa substitutie universala:

tgx =t
2
De aici rezulta:
. -7 2t
sinx = >, COSX = >, dt= >
t 1+¢ 1+1¢

Uneori aceasta substitutie conduce la calcule complicate.
In aceste situatii, se Incadreazd integrantul R(sinx, cosx) intr-unul din

cazurile de mai jos, dupa care se procedeaza la transformarile alaturate:
@) |R(—sin X, cosx) = —R(sinx, cos x)| cosx =t

(R este o functie impara In raport cu sin x)

(i0) |R(sinx,—cosx) = —R(sinux, cosx)| sinxy =t

(R este o functie impara in raport cu cosx)

(iii) |R(—sinx, —cosx) = R(sinux, cosx)| |tgx = t|

(R functie para In raport cu sinx $icosx)

Exercitii rezolvate

1 I dx
" J4sinx+3cosx+5
Solutie. Folosind substitutia:
x 2dt . —t
tg—=t = dx=——,cCu sinx= >, COSX= >
2 1+¢ 1+t 1+t

si Inlocuind 1n integrala initiald, se obtine:
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dx 2dt
I J-(1+t2) 8t +3_3t2+5
1+22  1+¢

dt dt
zzj8t+3—3t2+5+5t2 2212(z2+4t+4)=
dt 1 1

4sinx+3cosx+5

:I c=———+C=- +C
A e
dx
> J‘az+bz—(az—bz)cosx
Solutie. Notand tg%zt, rezulta:
2d
I2+b2 ( bz _[ x_bz 1_2
a cosx (1+t2) a2+b2—(a )( t
1+¢
dt dt
_2J(a2+b2)(1+z2)( bz)(l—tz)_Iatherz_
1 d 1 1
:?J‘l sz = Earctgb +C—abarctg;+C
2 a4 a

In notatia initiald, se gaseste rezultatul:

3 J‘ Sll’l X+ sm x
cos2x
Solutie. Integrantul este de forma:
. 3
R (sin X, COS x) _ Smx+sin x
cos2x
Se observa, insa, ca:

—sinx —sin® x

R(-sinx, cosx)= =—R(sinx,cosx)

cos2x
este cazul (i) si se face substitutia: cosx = .. —sinxdx = dt

Apoi, cos2x=2cos’ x—1=2¢* -1 si integrala devine:
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sin x(l +sin’ x smx 2 cos x) 242
—d = = =
-[ Cos 2x -[ cos 2x d -[2 ’-1 a

2t2—1-3 dt
j _I— :_I __I2t -
1
NEY drl i _z.;m"ﬁ NN
P 2 4 2L t+\/T 2
2 NRARE

Revenind la schimbarea initiala cu cosx = ¢, se ajunge la rezultatul final:

1 3f |\/§cosx 1|

ECOSX_ |\/§cosx+1|

cos’ x+cos’ x
4. I dx

sin® x +sin* x
Solutie. Se noteaza:
. cos’ x +cos’ x
R (sm X, cosx) =
sin” x +sin” x
Cum, insa:

—cos’ x—cos’ x

R(sinx,—cosx)= =—R(sinx, cosx)

sin® x +sin* x
ne situdm 1n cazul (ii) si se face substitutia: sinx = ¢, asa ca:

_I 1+t )dt

care este o integrala de functii ra‘glonale. Se descompe in fractii simple
integrantul:

(1—:2)(2—12):1+ 2-47 26
£(1+¢) c(e+1) 8 1+
si apoi, se integreazé in termenii extremi:

I(l_ r)(2-

J.cos x(cos x+1 cosx

sin x(l +sin? x

2
> =t———06arctg?
1+ t

1+t

sau in Variablla 1n1§1ala.

sinx ———— —6arctg(sinx)+ C

Sin x
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J‘ dx
sin’ x + 2sin xcosx —cos® x
Solutie 1. Se noteaza:
1
. 2 . 2 9
Sin” x+ 2SN xcosx —cos” x

Tinand cont de faptul ca
R(—sinx, —cosx) = R(sinx, cosx)

R(sinx,cosx)=

ne situdm In cazul (iii) aplicand schimbarea tgx = ¢. Lasam pe seama
cititorului continuarea acestor calcule!
Solutie 2. Sa observam ca:

T
. 2 . 2 . .
Sin” x + 2SIn xcoS X — COS x=s1n2x—0082x=x/§sm(2x—zj

Astfel, integrala datd se mai poate scrie:

I ﬁsmf;zj

iar substitutia x—>7¢ .. 2x ~Z ¢ cu 2dx=dt, aduce integrala sub forma

dt
V2[—
st
Scriem integrantul sub forma:

1 1 1 .
Py t
1 1 coszé 2 coszé (tng
sint 2sin£cos£ ZSil’lLCOSL tgi tgi
2 2 2 2 2 2
cos? L
2

Astfel, se obtine un rezultat cunoscut din analiza de liceu:

sin¢ g2

In variabila initiala, integrala data va avea rezultatul final:

V2In tg[x—%j‘
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dx
1+sin® x

6. 1=]

Solutie. Notam tgx=t..dx=——. Apoi scriem:

1+¢

1 d d 1
Il+ £ '1+tz‘2 =j1+;t \/,arctg(\/_ t)
1+¢

\/, arctg(\/_ tg x)

dx
1. 1= J.ﬁ
sin® x +cos* x
Solutie. Intrucat:
. ) 2 . . 1.
sin* x4+ cos* x = (sm2 X + cos? x) —2sin’ xcos* x =1-2sin’ xcos’ x =1 —Esm2 2x
se poate nota:
dt ¢

tex=t ;. dx=———, sin’2x=——
£ 2(1+t2) 1+£

Prin urmare, integrala se transforma in:
1 dt dt 1 t
1= . —=1arctg| —
Jl_t2 2(1+7) '[t 2 2 g(ﬁJ
2(1+2%)
sau 1n varibila initiala:

1 1
[ =—arctg| —tgx
NG g(ﬁ ¢ J

tg x dx

8. I=]

cosx(sinx + cosx)

Solutie. Se observa ca integrala se poate pune sub forma:

]_J- tg x dx _I tgx dx
cosx(sinx+cosx) *tgx+1cos’x
iar dacd notdm tgx=t..——=dt, atunci:
cos” x
tdt
—t—ln|t+1|—tgx 1n|tgx+l|
1+¢

o d . . .
Se face substitutia: tgx=1=dx = e 1ar integrala devine:

2’

J‘ dx _J- dx _
sin® x+ 2sinxcosx—cos® x ¥ sin2x —cos2x
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dt
d d 1-2
e e B e T e

21 t+1) -2 2f |t+1+f|

1+ 1+7
Daca se revine la notatia initiala, se obtine in final:
|tgx+1 V2 |
Zf |tgx+ 1442 |

1=

1.9.2. Integrale de functii trigonometrice particulare

i) Icos axcosbx dx

Se transforma produsul in suma de cosinusi:

cosaxcoshx = %[cos(a +b)x+cos(a —b)x]

ii) _fsin axcosbx dx

Se transforma cu ajutorul formulei:

sin axcosbx = %[sin(a + b)x + sin(a —b)x]

iii) jsin axcosbx dx

Se transforma cu ajutorul relatiei:

sin axsin bx =%[cos(a —b)x—cos(a +b)x]

iv) Itgax tgbx dx

Se transforma cu ajutorul relatiei:
sinaxsinbx _ cos(a—x)x—cos(a+x)x

t tgbx =
gax 1eox cosaxcosbx cos(a+b)x+cos(a—b)x
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Exercitii rezolvate

1. I =J-cosaxcosbxcoscx dx

Solutie. Vom transforma dupa (i):

cosaxcosbxcoscx =%[cos(a +b)x+ cos(a —b)x] coscx =
:i[cos(a +b+c)x+cos(a +b—c)x] +%[cos(a —b+c)x+ cos(a —b—c)x]

Inlocuim mai sus §i tinem seama ca:

1 .
Icos ax dx =—sinax
a

Astfel:

4

1 sin(a+b+c)x+ sin(a+b+c)x+ sin(a—b+c)x+ sin(a—b—c)x
a+b+c a+b-c a-b+c a-b-c

2. Izj-tgx tg2x dx

dt
. Cum tg2x=
1+¢ 8 1-¢

rezulta ca:

Solutie. Notam tgx=t¢..dx= -

_ 2tgx ¢ 2tde (1+8)-(1-7)
e D Ay (=
dt dt 1 (t-1 Ly text!]

Daca tinem seama ca:

.. V4 T
. sin—sinx +cos—cosx €OS X
tgx+1 sinx+cosx 4 4 4 T
= = = =ctg| ——x

to x—1 sinx— x . T .7 (7
g S cos sinxcos— —sin—cosx  sin| — —x
4 4 4

atunci, se mai poate scrie:

ct Z—x
& 4

Izlln -Xx
2
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1.9.3. Integrale trigonometrice diverse

Exercitii rezolvate

. I(x,a _—
(x.a)= J‘smx—sma

Solutie 1. Integrala se poate scrie:

xX+a x—a

cos -
1 cosa 1 ( 2 ) )
dx = dx =
cosa . X—a xX+a cosa . X—a xX+a
2sin cos 2sin cos
u v
1 cos(u—v 1 COSUCOSV +sinusiny
= I - ( )dxz I - dx =
2cosa” 2sinucosyv 2cosa 2sinu cosv
1 x+a
1 cosu 1 sinv 1 208,
= I —dx + I dx = dx—
2cosa? sinu 2cosa? cosv cosa sin xX+a
1 . x—a . X—a
——sin—— | sin
(.2 2 _ In 2
xX—a 2cosa X+a
cos cos
2 2

Solutie 2. Se noteaza tgg =t si se introduce simbolic tg% =b. Astfel:

1 2dt dt dt
=(1+b° = (1+b°
j 2t 2b 1+7 ( )I(1+b2)t—b(1+t2) ( )Ibﬁ —(1+bM)t+b
1+ 1+b°
unde sina= 2_b2
+b
Discriminatul ~ corespunzator polinomului  b#* —(1+5%)t + b este

A=(+b*)*>0 siareradacinile t,=b si ¢, = 1 , astfel, se poate scrie:
a
t* —(1+ b))t +b* = (bt —1)(t - b)
[ar integrala se va scrie succesiV'

[=—(1+b )J- (1+b)jb(t_b)_(bt_1)dz<:>
(bt—l)(z—b) b’ (bt —1)(t-b)
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1+ U bdt .[ dt )_ 1 |bt 1|

B bi—1 Si=b) B -1 |i=b|
. 241 1 <
Dar bztgﬁ, iar b2 o , astfel ca:
2 b" -1 cosa
tgf—tgg sin ¢
1= ! In|—2 2| ! In "
cosa tgath_l‘ cosa | X+a
272 2
2. J(xa)=[————
COSX —C0Sa
Solutie 1. Rescriem integrala sub forma:

dx dt

J(xa)= I ( j ) (ﬂ' )z_jsint—sina
sin o X |sin| D —a

unde s-a notat: %— x=t si %— a=b. Deducem ca:

.. X+ta

sin
1

J(x,a)=1(t,b)=— In
cosb

—b‘

1
——In
sina i X—a

2

t+b|
2

2

avem cos =

o 2
Solutie 2. Cu substitutia tg% =¢, pentru care: dx = li 5

2’ 1+¢

2

apoi, formal, punem 5= tgg, astfel incat cosa = iar integrala se

b*’
scrie:
J(x,a) > J(t,b) = | ! 24t __ +1)j
’ ’ 1-£2 1-b* 144
1+ 1+5°
tgf—tgg sinx+a
__ +1 It—biz_ nl—2 2| _ .1 In E
t+b sina ‘tgx+tga‘ sina | . X—d
2 2
3. K(x,a _
(x.a)= J“ch tga

si tga=b. In acest caz, integrala

Solutie. Notam: tgx=t¢..dx= 1 dttz
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devine:

t
b= [—
(t:6) J‘(t—b)(1+t2)
Integrantul se mai poate scrie ca:
1 A Bt+C
= +
(t-b)1+t*) t-b t+1
cud, B, C, apriori nedeterminate. Apoi, din identitatea:
1= A(t* +1)+ (Bt + C)(t - b)
rezulta sistemul:

A+B =0

bB+ C =0

A- bC =1
< : 1 1 b
a cdrui solutie este: 4=——~, B=———, C= >
1-b 1-b 1-b

Cu acestea, integrala se trasforma in:

1 dt  ¢(t-b)dt
ken- {1 1)

1
Revenind la notatiile initiale, integrala are expresia finala:

(1n|t — b| —Eln(t2 +1)+ barctgt)
K (x,a) = cos” a(In|sin(x — a)| - x tg a)

4, L -
(xna)= J.ctgx ctga

dt

Solutie 1. Punem ctgx=t¢ §i ctga=»b, iar dx= i
J’_

-, astfel ca integrala se

transforma in:

dt 1 1, .,
L(t,b) = —jmz ~K(t,b) = —m(ln|t—b| —Eln(t +1)-

—b arctgt) =—cos’ a(ln|sin(x - a)| —xctg a)
. - . Vi . VA .
Solutie 2. Daca scriem ctgx = tg (5 - x), 1ar ctga =tg (E - a], atunci
integrala datd se reduce la una cunoscuta, astfel:

L(x,a) > —K(t,b) = Iﬁ undet:%—x si bzg_a

Folosind rezultatul de la exercitiul anterior, se procedeaza ca mai sus.
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57— J~ tg xdx
a+b tg x

Solutie. Substitutia: tgx=1¢..dx= " dt aduce integrala la forma:

t2
_J' t dt
1 + t a + bt)
Apoi, daca descompunem integrantul in fractii simple:
t _ A N Bt+C
(1+12)(a+bt) a+bt 1+1

cu 4, B, C apriori nedeterminati, gasim identitatea:

= A(1+t2)+(Bt+C)(a+bt)
Sistemul ce rezulta de aici:
A+bB =0
aB+bC =1
A +aC=0
. - . ab a b .
furnizeazd solutia: 4=-——-5; B=——-5; C=———. Astfel, prin
a +b a +b a +b
inlocuire, integrala se va rescrie in forma:
ab dt 1 at+b
I=- + dt <
a’+b’ J‘a+bt a+b I 1+¢°
a b
I=- In|a + bt| + ———<In(1+£) - arctgt
a’+b’ | | 2(a2+b2) ( ) a’+b’ :

sau mai simplu:

o a 1[(a+bz)2

b
n - arctgt
a’+b’ 1472 j a’ +b’ &

iar daca se revine la substitutia facuta initial, deducem ca:

I1=—- In(acosx+bsinx)+
a’+b ( ) a’ +b’
6. Izj'L
a+bcosx
Solutie. Notam tgfzt.'.dx=2—dt2, apoi
2 1+¢

177



2dt

1_.[ _J‘ 2dt 2 .[ dt
a(1+2)+b(1-) *(a+b)+(a=b)i a-b’ath .
a-b
Distingem urmatoarele cazuri:
i) a+Z<O ie. |p|<|a|. Inacest caz:
_2 I i = 2 arctg[ —a_bz‘}:
a=b a+b 2+t2 Na’ b’ a+b
a-b
/a—b X
I= arctg| . [——tg—
a’ - b? [ a+b "2
iy 20 e [b>d
a
2 I dt _ 1 | b—at—~a+b |
a-b o[ favb SN R |\/b at+\/a+b|
b—a
1 b—asin’ - a+bcos
[=—
bz_a b— as1n)2€+ a+bcos—
dx
a) [, =—m— b) I, =[—2
) L J‘acosx+bsmx ) L -[cosx+sinx
Solutie. Se noteaza tg—:t.'. dx = Zdtz. Apoi
2 1+¢
dt
2 e -] : —o
+2bt
{Z—th{b) HH@ }
a a a
[ab:_zj dt a:é
’ a a

_a)Z_(W)Z ’

Rezulta ca:

;o 1 1|t a-1+a’ |:_ 1 In

asinx— ( +a® +b2)cosx
asinx — (b Ja’ +b2)cosx
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b) Solutia 1. Direct cu relatia generala obtinuta la punctul a), pentru:

1 sinx+(1+x/§cosx)‘

ln‘

h :_ﬁ ‘sinx—(l—\/z)sinx‘
Solutia 2.
dx dx V2 dx
Jl‘] :Icosx+51nx '[f :_I

(7
~~cosx+-———sinx Sm[+xj
2 2 4

Notam %+ x=t..dx=dt, astfelca:

Ji .[ tg = _ln gl — =+ 2
’ \/_ smt 2 2 \/_ 2 8
Lasam pe seama cititorului sa verifice cd cele doua rezultate coincid!
r z 2 tg 8
(se foloseste faptul ca tgg verifica identitatea tg—=—"— 8 )
1- tg

8
dx

8.1 , =
a b I(a—sinx)(b—sinx)
Solutie. Observam ca:
J- dx 1 J-(a—sinx)—(b—sinx)
(

a—sinx)(b—sinx) Ca-b (a—sinx)(b—sinx)

1 J-( 1 1 Jd
= - x
a—-b’\b-sinx a-sinx

Am vazut in paragraful anterior ca:

X =

X 2b arctg[ b +
b \/a2 -b’ \/a2 -b’ \/a
asinng(b—\/b —az)cosx

asin§+(b+\/b —a )smz‘

=
a+bsinx |y 1

bl ]
b pJb —d? "

a, b

2a_ = tg%} |a| > |b|
2
2 2

Jaf <o

Astfel:
1
]a,b :E(‘]b, -1 _"]a, 71)

Aplicatie. Sa se calculeze:

I dx
(2 — sinx)(3 — sinx)
179



Solutie. Se scrie integrala sub forma:
dx

I (2—sinx)(3-sinx)
Ji., §i J,_, se calculeaza din cazul |a|> |b

1
(J3,—1 -J5 ) =J, =Y

, astfel ca:

J ——x+iarctg(—L+itg£J
. V2 22 2272

J ——x—iarctg(i+itg£j
- 3B T2

1+2tg>

1 2
I, ., =———arct ——arctg—————=
SN VB S W

X
—1+3tg—
&5

dx
9.1, ,=
@b J.(01 —cosx)(b—cosx)
Solutie. Am vazut la exercitiul 17 (din paragraful precedent) ca:
dx
J =l
ab I a+bcosx

#arctg a=b tgz |a|>|b|
az_bz a+b 2 ’

 Jal<[?]

x/b—asin§+\/b+acos§

\/bz—a2

Pe de alta parte:
a—cosx)—(b—cosx 1
( )~( ) o (o=, )

— |
“b b (a—cosx)(b—cosx) a-b
unde, pentru |a|>1 si [p|>1:
a+l, x
J = arct tg—
a1 [2 ] g( a-1 gz]
2 b-1 «x
J = arct —tg—
b, -1 b -1 g[ b+1 ng
I , = 2 ! arct a—+1t X —;arct Et X
“Pa—b| it —1 Va1 %2 Jb? =1 S\Vb+1 22
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far pentru |a|<1 si |p|<I:

~1-a sing—\/—1+ a cos%

J, 4= In
1-a’ \/—l—asin§+\/—l+acos§
1 \/l—bsmf—\/l+bcos£
Jy=——=1n 2 2
1-b \/l—bsin§+x/1+bcosf
‘/_l_at X Linl AV
_ 1 I [ N=l+a ) ARy )
0y = n n
a—>b \/1_a2 \/—l—a X 1-b
——tg=+1 ——tg=+1
—1+a "2 1+b
Aplicatie. Sa se calculeze:
_[ dx
(2—cosx)(3—cosx)
Solutie. Suntem in cazul |a|>1:
dx 1
=1, ,=——(J, ,—J =J, —J
J‘(2—cosx)(3—cosx) 9 2—3( a2 e =
unde:
1 x
J, , =——arctg| V2 tg=
3, -1 NG g( gZ]
2 X
J,  =——arctg| \3tg=
2, -1 \/g g( gZ]
1, ,= iarctg(\/gtgfj —Larctg («/5 tgij
2,3 \/5 b \/5 5
10. ]a:.[%
tg"x—tg a

Solutie. Integrala se mai poate scrie:

_ 1 (tgx+a)—(tgx—a)dx_i J- dx _J- dx
‘" 2a (tgx—a)(tgx+a) " 2a|tgx+a ‘tgx—a
— ﬁf_/

[1 2
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Astfel:
1

I, =—I(1-1

a 2a ( 1 2 )

Evaluarea integralelor 7, si I, se face tindnd seama de rezultatul obtinut
in paragraful anterior'

— +ln|acosx+bsinx|

= [ _+
a+tgx a +b a +b
Prin urmare:

ax .

L=J,  =—5—+— ln|acosx+s1nx|

oat+1l at+1

ax .

L=J , =——F—+— 1n|—acosx+smx|

’ a +1 a +1

X 1 acosx +sinx
1, = ln| |

a

+
a’+1 Za(a2 +1) |acosx —sin x|

sau mai simplu:

1,= 21 x+ilna+tgx

a +1 2a |a—tgx
11. ]a:.[%
tg"x+tg a

Solutie. Putem considera tgx=t..dx= si formal tgx=5b. De aici

1472

obtinem:

dt 1J(t2+b2)—(t2+1) 1 U dt _J.i)

l :'[(tz +bz)(t2 +1) e (tz +b2)(t2 +1) dt_b_z 2 +b> Tl
sau
1, =b%[%arctg£—arctg tj
a

iar in notatiile initiale:
I,= ctg’ a(ctg a arctg(ctg atg x) - x)

dx

1+~/3 cosx +sinx
Solutie. Observam ca:

12. a)1 =]

1+\/§cosx+sinx:1+200s(x—%j
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astfel cu substitutia x —% =1, integrala devine:

I=J, —j————— cu t=x—2, a=1, b=2
a+bcost 3

Putem folosi rezultatul obtinut la exercitiul 15 de mai sus pentru a <b, i.e.

w5-2)-va)
o35

t
tg——~/3
Jis = J‘Llen 2 | ziln

1+2cost /3 tg£+x/§ NE)
2

b) I=
) J‘\/g-l—COS)C—SIIl)C
Solutie. Se poate scrie mai simplu:

: 7
V3 +cosx—sinx=+/3 + 200s(x+zj
. . T . -
iar schimbarea: x+ 7 =t aduce integrala la forma cunoscuta:

Ja,bZJ.L Cu:aZ\/g, b:\/i, t=x+%

a+bcost
Pentru |a|>|b| se poate utiliza acelasi rezultat ca mai sus, i.e.

1 X
1= J —Zarct tg| —+—
g[ﬁ g(z SD

dx

asinx+bcosx+c
Solutie. Numitorul se mai poate scrie si sub forma:

asinx+bcosx+c=Asin(x+¢@)+c=Asin(x+¢)+c

Unde 4=+/a’ +b*, (pzarctgé, t=x+¢
a

Astfel, integrala obtinuta:

13.a) 1=]

I=[——
c+ Acost
se reduce la integrala de la exercitiul 17 de la paragraful precedent, intr-unul
din cele doud cazuri, dupa cum |4|>|C| sau |4|>C.

b) J ===
asinx+bcosx+c
Solutie. Vom reprezenta integrantul sub forma:

a,sinx +b, cosx+¢
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a,sinx+b, cosx+c¢ acosx—bsinx c

— ! L=A4+B— +— (*)
asinx+bcosx+c asinx+bcosx+c asinx+bcosx+c
unde 4, B, C, nedeterminati apriori.
Relatia de mai sus conduce la identitatea:

a,sinx + b, cosx + ¢, = A(asinx+bcosx +c)+ B(acosx—bsinx)+

+C(asinx+bcosx+c)
Se grupeaza dupd sinx §i cosx:
a,sinx+b cosx+c, =(A4a— Bb)sinx+(Ab + Ba)cosx+ cA+C
apoi, se identifica coeficientii nedeterminati, obtinandu-se sistemul:

aA_bB :al
bB+aB =h,
cA +C=¢
Discriminantul sistemului fiind & =a” +5°, solutia va fi:
qoaatbb o ba+ab . ~(aa+bh)e+(a’+b)c
2 2 s 2 3 ; d :
a +b a’t+b e

Inlocuim aceste expresii in reprezentarea de mai sus §i apoi integram termen
cu termen:

J=Ax+ Bln|asinx+bcosx+ c| +ClI
unde 7 este calculat la punctul a).

14. AJ- sin® xdx B:J- .coszxdx
asinx+bcosx’ asinx +bcosx
Solutie. Se observa ca:
dx
A+ B =|——m8M8M8M8M — =J
J‘asinerbcosx a,b

a*A-b’B =I(asinx—bcosx)dle

unde:
I =-acosx+bsinx, iarcu c¢=0 in exercitiul 11,
Jasz..L unde A=+va’+b>, ¢= arctg—
: Asin(x+ @)
deducem ca:
1 X @ 1 X @
J ,=—In|tg| 2+ 2 | =——nlt
“077 g(z 2) e [2 2j‘

Se inlocuiesc expresiile obtinute pentru J,, si [ in sistemul de mai sus,

apoi se gaseste:
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X @
nitg| —+-—
g(z 2)

tg X2 ) “bsinx+acosx
2 2

1. AJ~ sinx dx _I cosx dx

+bsinx—acosx}

A= ! b 1
a2+b2 «la2+b2
1 a’
B= In
a’+b’ [\/az +b°

asinx+bcosx’ asinx +bcosx

Solutie. Procedam ca la exercitiul anterior:
asinx+bcosx
aAd+bB = I—d =x
asinx+bcosx

—bsinx+acosx

—bA+aA=J dlen|asinx+bcosx

asinx +bcosx
Sistemul obtinut:
{ ad + bB=x

—-bA + aB =1n|asinx+bcosx|

ne da solutia:

1 .
A= P (ax—bln|as1nx+bcosx|)
B= P (bx+aln|asinx+bcosx|)

16. 1= J‘ Sin xcos x I

asinx +bcosx
Solutie. Aducem integrala la o forma mai convenabild, astfel incat:

I 1 J-cosx(asinx+bcosx)—b0052x

— - dx &
asinx +bcosx
1 2 1, .
Iz—jcosxd b Mz—(smx—bB)
a

a’ asinx+bcosx a
%/—/
B

unde B este obtinut la exercitiul 12, i.e.
2

BZJ. cos” x Jr = 1 a In
asinx+bcosx a+b a2+ p?

b
cu @ =arctg—
a

tg .2 —bsinx+acosx)
2 2

sin x dx cosx dx
17. 4= _f— B:J‘ﬁ
sin” x +cos’ x sin” x + cos’ x
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Solutie. Intrucat sin’® x + cos® x = (sinx + cos x)(l —sin xcos x) avem
dx

1

smx+cosx dx J-
1——sin2x

sm x+cos X

A+B=I

a

arctg
[\/a b’ \/a2 -b

dar, am vazut c¢i pentru |a|> |b| are loc relatia
dt

tt
2 85

J
@b J.a+bsmt b ./ 2_p
1 1 .
Se aleg: a=1, b:_E’ t=2x .. dxzzdt, prin urmare:
1 1 tgx—1
A+B=—J | =—-x+—=arctg
271 V3 ( V3 J

Pe de alta parte:
(—sinx + cosx)dx

A B= -[ (sinx+cosx)(1—2sinxcosx)
Pentru a gasi ultima integrald vom face schimbarea de variabila
(—sinx +cosx)dx =du
sau 2sinxcosx=u’—1

sinx+cosx=u ..

de unde rezultd ca 1+ 2sinxcosx=u

Apot:
1 a1 @ H(1-0)  cudu 1pdu
_A+B_Ejm_ﬁjmdx_§jﬁ+517_

sin2x+1
sin2x

= —lln‘u2 —1‘ +lln|u| =—In
4 2 4

Prin urmare, se obtine sistemul:

A+ B=—x+

1

4+ B=tn 1+sin2x

4 sin2x
iar solutia acestuia este:
g X 1 arctg tg x—1 —lln 1+'51n2x
2\/§ ﬁ 8 sin2x
o X 1 arctg tg x—1 lln 1+.sm2x
2\/5 ﬁ 8 sin2x
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Exercitii propuse

1 aZEtgz—lj—2(l+\/1—a2)
Ia:2_1 , |a|<1
a az[t 2;+1j—2(1—\/1—a2)
> Ia:J‘ dx
a- —cos"x
1 a+1l, x a-1 x
R: I = arct tg— |+arct tg— ||, la|>1
“ ava _1[ g( a-1 gZJ g( a+1 gZJ] i
1 _a_ltgx—l‘ 1_atgx—l‘
L= | ln al 2 | ¥lte 32 | g0
2a1-a a1 x4 I=a x4
a-— 2 +a 2
d
sinx +sina
. X+a
1 sin
R: In
2cosa xX—a
0s
2
4 [—B
COSX +cosa
xX—a
1 cos
R: —In
sina xX+a
cos
5 J'L
tgx+tga
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R: cos’ a(ln|sin(x + a)| + xtga)

6 J- dx
' ctgx+ctga

R: cos3a(ln|sin(x+a)|+xtg a)—cosza(1n|sin(x+a)|+x ctga)

7 _[ dx

ctg2 xX— ctg2 a

R: 21 —x+iln
a +1 2a

a+ctgx

|

a—ctgx

dx
8. J‘ﬁ
ctg” x+ctg a

R: ! (—x+Lln—a+Cth

a’+1 a-—ctgx

Jctg2 a (ctgaarctg(ctga ctgx)+x)

9. a) J‘ dx
' cosx+2sinx+3

R: arctg[l + tggj

dx
b) | .
7cosx—4sinx+8
tgf—S
R: In S
X
tg——3
gS
dx
o) | .
3cosx+sinx+5
2g§+1
R: arctg
V15 V15

Indicatie. Cele trei integrale se calculeaza folosind schimbarea universala

g —¢
g =t

188



10. a)j

CcoSX —sinx

tg(z zj‘

b I dx
1+cosx+sinx

R: —In

(

R: In

X
1+tg—
g2

Indicatie. a) Se poate scrie cosx—sinx= cos(x + Zj’ iar substitutia
T . o o
X+ ia ¢ conduce la o integrald cunoscuta.

. 1
b) La fel, 1+ cosx+sinx=+2| —+cos x+Z||=1++2cost cu t=x+2.
V2 4 4

Se poate utiliza rezultatul de la exercifiul 17 cu a=1 si b=+/2.

dx
3sinx+4cosx+5

a)lzj
x 1 4

R: tg| —+—arctg—
g(2 2 g3j

S5sinx—3cosx+4

b) J=]

3sinx+4cosx+5

3x 29 17 1 4
———1n|3s1nx+4cosx+5|+—tg —+ —arctg—
25 25 5 2 2 3

2 2
12 A _[ sin” xdx B:J- cos” x dx

sinx +cosx’ sin x + cos x

28
28

cosx dx J~ sinx dx

R: A= ;(51nx+cosx)+Lln

2\5

B=—%(sinx+cosx) ——1n

22

13Aj

sin x + cos x

)

sin x + COSX

1
R.AZ(
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1 .
B= E(x + 1n|smx + cosx|)

smxcosx
14. j
smx+cosx

R: %(3sinx—cosx)—Ll

242

alt (sz
8273

.2
15. 4= J-cos B:J-sm X 5
cos?2 cos2x

R: A=£+lln
2 4

t x+Z
g 4
t x+£
g 4

sin x +cos® x
R: arctg(tg x)

B=—£+lm
2 4

)J- sin2x dx

b) J~ cos2xdx
SlIl X+COS X
R In |\/§ +sin 2x|
' Z\f |«f sin 2x|
Indicatie. Se trece la arcul dublu si apoi se noteazd tgx=¢ pentru prima
integrald, iar la a doua integrala, sin2x=z.

dx
17. | ———
I cos® x +sin® x
1
R: arctg (5 tg 2xj

Indicatie. Se descompune numitorul dupa suma de cuburi si apoi se trece la
arc dublu.



19, ,[ ctgx

a+bctgx
bx a .
R: ——t— 21n acosx+bsinx
a +b- a +b

20 _[ sin x
' a+bsmx
a X
R: hd
5 ﬁ_ arctg[\/a = \/az—bz tgz} |b|<|a|
. 1 asin5+(b—\/b2—a2)cos§
o \/ﬁln » b |b|>|a|
bNb" —a asin5+(b+\/b2—a2)cos5
21 J‘L
" Ja+bsinx
| asin£+(b—\/b2—az)cosE
R: - 2ln 2 2, |a|<|b|
b*—a asin;+(b+\/b2—a2)cos;‘
#arctg a tgf, |a|>|b|
Ja® \/a —b2 \/az—b2 2
22J‘ dx
" Ja+btgx
R: achb2+a2ib2 In|lacosx + bsinx
23.
J‘1+cosx

R: Lalrctg [Ltgx)
2 V2

sin® x dx

24. |

1+sin® x

R: x—Larctg(\/Etgx)

NG
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25, J- cos” x
1+cos” x
R: x—iarctg[itng
2 V2
26. .“2—smx »
2+cosx
R: ln(2+cosx)+iarctg[Ltgfj
NE V372
27 _[ . Ct‘gxdx
sinx(sinx +cosx)

4 1 X
R: In(2+cosx)+——arctg| —tg— |—ctegx+In|ctgx +1
(Bresa)+ 35 g[ﬁ gzj x ikt

28. | dx

a’ sin’® x + b* cos” x

1 a
R: —arctg| —tg x
ab g[b g J

29, I= J.sin axsinbxsincx

1 [cos(a—b—c)x ~ cos(a+b—c)x ~ cos(a+b+c)xJ
4

R:

a—-b-c a+b-c a+b+c

30. 7 =J.sinaxsinbxcoscx dx

4

. 1 sin(a—b—c)x_sin(a+b—c)x+sin(a—b+c)x_sin(a+b+c)x
’ a—-b-c at+b-c a—-b+c a+b+c

31. Ictgxctg2x dx

ctg x
2

R: —x-—

32. Itgx tg3x dx
tgx |\/_ tg x— 1|

3\/_ |f tgx+1|
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1.9.4. Integrarea functiilor irationale cu ajutorul substitutiilor
de functii trigonometrice

Integralele de forma:

fR(x,\/az -x° )dx, fR(x,\/az +x’ )dx, jR(x,\/xz —-a’ )dx
unde R este o functie rationala, pot fi reduse la integrale rationale de functii
trigonometrice prin urmatoarele substitutii:

O [JR{se e )ar

(ii) IR(x,\/a2+x2)dx sau

(iii) IR(x,\/xz—az)dx x=-1 sau xz_i

Exercitii rezolvate

1. jm

Solutie. Se face substitutia (7):
x—>t .. x = 3 sint, dx = 3cost dt
iar integrala devine'

J- _3.[ 9 9s1nt tdt==3.|.\/1 smt

dx

ost dt =
3sint sin¢
= JSln td ==3J.ﬂ dt=3 ——3 sint dt
sint sin¢ sint
Pentru a calcula I— se foloseste substitutia:
sint
t 2du
tg—=u=dt=
g 2 1+u’
deci:
I ,dt =J. 2du = %=In|u|=ln tgi‘
sint 2\ 2u u 2
(1 +u ) 5
1+u
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Atunci:

3 ——3 sin¢ dt =3In
sint

tg2 +3cost+C

X
unde, ¢ = arctgg

dx

e

Solutie. Se face substitutia (ii):

2.

2
x=2tgt = dx= dzt
cos” ¢t
si integrala devine:
J‘ dx _J‘ 2dt dt B
x4+ x° coszt-tgt\/4+4tg2t cos’t-tgt- b
cost
ot g s
cost tgt smt 2

unde 7= arctga

I x2dx
Jx? =16
Solutie. Se foloseste substitutia (iii):
‘e 4 :dx=451r211
cost cos”t
iar integrala devine:
16 4sint

xdx _J-COS ¢t cos? tdt 16I sinfcost? di =

\/ 16 cos* t+/1—cos’ ¢
cos’ ¢

Sin' ¢
_16Icos tsu7(t _16-[

dt

=

COS t

Pentru a calcula j se observa ca integrantul este de forma:

cos’ t
R(sint,—cost) =— R(sint, cost)

integrala se rezolva folosind schimbarea (ii), pentru care se face substitutia:
sint = u .. du = cost dt,
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iar integrala devine:
J- J-costdt J- du
cos’t 7 cos*t 2

1-u?)
care este o integrala rationala.
1 A B C D
= + +

(1—u2)2 (1-u) i (1+u)’ 1+u

de unde rezulta:
1=(-B+Dy’ +(A-B+C-D)u’ +(2A+B-2C—-D)u+(A+B+C+D)

iar, prin identificare dupa puterile lui u, se obtine sistemul de ecuatii:

-B +D=0

A-B+ C-D =0

2A+B-2C-D =0

A+B+ C+D =1

1 1 1 1

cusolutia: A=—, B=—, C=—, D=—.
4 4 4 4

Inlocuind mai sus valorile gasite si integrénd termenii extremi se obtine:

du 1 du 1 du
.[ 1—u2)2 :Z'[(l—u)z +Z.[1_ .[ '[1+u

( 1+u
:l[L_L_hqu_1|+1n|u+1|}:l{ 2 +1n““}
dlu—-1 u+l 4\ u” -1 u-—1

sint +1 2

_1 2 I |smt+1| ln
4]sin’r-1 |smt—1|

In final, se poate scrie:

|

sint—1 cos’¢

dt _1[1 |s1nt+1| :|+C

o]
2 =16 ~Jcos’t |smt 1| cos’ t

4
unde ¢ =arccos—
X
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Exercitii propuse

J‘ dx
" J345sinx+3cosx
R: LinfsteX+3l+C
5 2
2. | dx
l1-sinx

X
R: =2lte——1[+C
(gz j

2
cos” x
3. j — - dx
sin” x + sin xcos x

1 )
—Lx+lln|sinx|——ln|smx+4cosx +C
17 4 68

3
COS X
Sin” x + S x

R: 1n|sinx|—sinx+C

sin 2x
5. I 3 — dx
cos’ x—sin“x—1

R: —%1n|1 —cosx|+%ln(cos2 x+2cosx+2)—garctg(1+cosx)+ C
6. J.sin3 xdx

1
R: gcos3x—cosx+C

5
cos’ x
7. j ——dx
sin x

. ) 1.
R: 1n|smx|—sm2x+zsm4x+C

8. J'(L

. 2
smx+cosx)
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1

+C

I+tgx
9‘-" . dx
2sinx—cosx+5
1 3tgg+l
R: —arctg—=—+C
5T
10.
'[1+tgx

R: l(x+ln|sinx+cosx|)+C
2

11. J- smx
2+cosx

4 1 X
R: In(2+cosx)+—arctg| —tg— |+ C
( NG g[ﬁ gzj

1.10. Integrale binome

Integralele binome sau de tip Cebdgsev au forma generala:

Ix'" (a +bx")p dx, m,n,peQ

unde ax" + b = ¢*. Distingem urmatoarele situatii:
(i) Daca peZ, atunci:
a) pentru p >0, integrantul se dezvolta dupa binomul lui Newton,
b) pentru p <0 se face substitutia x =¢*, unde s este cel mai mic
multiplu comun al numitorilor fractiilor m si n.

(i) Daca mt

e Z , atunci se face substitutia ax” + » = ¢°, unde s este
numitorul lui p.

(iif) Daca 7+

+ p eZ se face substitutia ax” + b = t°x”", unde s este

numitorul lui p.
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Observatie
In urma substitutiilor indicate pentru fiecare caz in parte, se obtin integrale
de functii rationale. In caz contrar ,,undeva s-a gresit”!

Exercitii rezolvate

L
\/E(\/;H)

Solutie: Integrala se mai poate scrie:

1 1 -10
jx 2 [x“ +1J dx

Se observa ca m = —%, n =%,p =-10. Se face substitutia:
= = 4Fdt.
1 1 -10
2| x4 dx:4jt’2(t+1) Pdt = 4] dt—4J‘tJrl ldtz
t+1) t+1)

dt dt 1 4 1 4
9_4.[ 0 g T o~ g+ 9
1+1) (1+1) 2(e+1)  9(¢+1) 2(4/;_,_1) 9(4/;_,_1)

-9 10 4 s 4 9
=4j(z+1) dt—4j(l+1) dtz—g(t—irl) +§(t+l)

:4_[(

3
2. j X dx x e(=11)

\/1 x’

Solu,tze. Aducem 1ntegrala la forma:

1= I 2a’x
3
unde m =3, n=2,p=—5.

A " +1
Intrucat: n
n

=2eZ, ne situdm in cazul (ii). Se face substitutia:

1

1-x> =4 @x=(1—t2)5 .'.dx=—t(1—t2)_%dt

Integrala devine:
3 1
[=[(1=2)pe(1-2) 2 de= —j(l—%)dzz
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3 J' dx
‘ x4\/1+x2,

Solutie. Se scrie integrala sub forma:

I= I 1+x de deunde m=-4,n=2,p=

si intrucat:
m+1

+p=-2
n

suntem in cazul (iif). Substitutia:
1 3
X +l= x:(t2 —1) 2, abcz—t(t2 —1) 2 dt

aduce integrala sub forma:

I:—f(t2—1)2[1+(12—1)_1}

=

t(t2 —1)_% dt =

3
3 X7 +1
- ar- -
4. 1=[x(2+x) dx
Solutie. Aici m:%’ n:%’ p=2. Suntem in cazul (i) cu p Intreg pozitiv.

Cu binomul lui Newton rezulta ca:

1 1 4 5 1 3 1 9q U 4
I=J.x3 x+4x% +4 dxzj x3 +4x +4x3 |de==x>+—x° +3x3
7 11
5. I= j H[

Solutia 1. Se observa ca (x) = asa ca putem nota:
! p

1
NI
J1+ix =t & Yx=¢-1si %z&a’t

X

Cu acestea, integrala se scrie sub forma:
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I= j6z2dt =2 = 2(\/1+%/§)3

Solutia 2. Cu mz—g, n=—, p= eZ,

deci ne situdm in cazul (i) . Cu schimbarea 1+ x3 =¢°, unde numitorul lui
peste s=2.

De aici, x = (tz —1)3 , lar dx = 6t(t2 —1)2 dt, apoi:

I=[——6u(r 1) di=2[3cdr =2 :2(\/1+%/})3

l—l

6. I =J‘x"”(1+x4)_% dx

Solutie. Aici m=-11, n=4, p:_%’

(S=2).

1 1 A c .
Cum 7" p= —%—5 =-3eZ suntem in cazul (iii) cu substitutia:
n
1+x* =x*" obtinem x* (t2 —1) =1 sau
x= 1 - iar dx:_Lts
(£ -1)* 2(£ 1)

Inlocuim aceste expresii in integrala data, astfel sa putem scrie:

:__jt SIE [t _J; (t;jii)j:_%j([z_l)zch@

+
10 3 2
Reluand notatia 1n x, integrala ia forma finala:

—ﬁ,/(l-ﬁ-x“ )5 +$,l(l+x4 )3 —2%62\/1 +x*

7.1, = keN, x>0

J- dx
xk\/x2+l’

. .. 1 .. - .
Solutie. Aici m=-k, n=2, p= — Distingem urmatoarele cazuri:
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a) k=2r+1, reN. Observdm ca m+l:_2r;1+l:—reZ.
n

Suntem in cazul (i), deci putem nota:
l+x* =1, (s=2)

1
De aici deducem: x=(t2—1)2, iar dx= :
t°—1

apoi:

1=(7 —1)‘271 tdr _ (7 —1) " =J‘L=K

N (tz —1)”1 a

unde pentru ultima integrala se poate obtine o relatie de recurenta.

d £ —(-1) 1, 2tat 1
_It—l —I dt_—jt——K = A-

( 2 _1)n+1 2 (t2 _1)n+1 n+l

A
Integrala, notata cu:
2t dt
A I n+1
t —1
se integreaza prln par‘gl, alegind:
u=t du=dt
2t dt 1 1
dv=——— 7 |v=- ' pre)
(£ -1) n+2 (£ -1)

Astfel:
1 t 1

n+2 (z2 _1)’”2 - n+2K’Hz

Inlocuind pe A in expresia lui K, se obtine:
1 t 1
- -K  -——K
2(}’1+2) (t2 _1)n+2 n+l 2(}’1+2) n+2

Pentru n — n—2 obtinem relatia de recurenta a integralei K, :

K, = ! -2nK,  -2nK

n (tz _1)" - n=2 >

iar pentru n —r+1 obtinem 1n final:
1

=K :M—(zwz)lg —-(2r+2)K

r+l r—1

Vn=>2

r>1

r=1°
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b) k=2r, reN. Observam ca mt +p= 2r2+1 —%zreZ.
n
Suntem in cazul (iii). Cu substitutia 1+ x* =¢’x" obtinem:
x= st dx=— dt

(¢ 1) (¢ 1)

integrala se transforma in:

unde:

z(tz—l)—tzdt:j dt _I tdi
t

(1‘2 _1)r+1

L

T+l

Evaludm integrala B, notind ¢* —1=u, iar tdt= %

du I 1 1 1
B:J‘MHZ :_r+3ur+3 =_r+3(t2_1)r+3

Cu expresia lui B obtinem:

1 1
L ,=L
r+2 r+l1 + (r+3) (tz _1)r+3
Pe de altd parte, din 7, =-L

1
I, =1, =— +1,,,, relN.

(r+3)(e -1)"

deducemcal, ,=-L iar 1n final

r+272 r+1°

dx
(1 +x° )5
Solutie. Scriem integrala sub forma:
1 3
J‘ﬁdxzj.xo(l+x2)2 dx
(1 +x° )5
3 = ., m+1 VR
cu m=0, n=2, p= > Intrucat, ——+ peZ ne situam 1in cazul (iii).
n

Astfel, notam:

202



1+x*=£x", cu x=

Cu acestea:

9. I=J‘L xeR

()

Solutie. La fel casila exercitiul 5, alegem:
at dt

a’+x*=t*x* iar x= cu dx=-—

apoi,
3
[:_J-(tz 1)2 at dt — ﬂ:l: ax
r (tz_az)% ot \/az+x2
10. Isz x>a

=

Solutie. Idem ca mai sus. Se schimba:

a at dt
2 2 2.2 = dx:

(1-2) (1—[2)%

apoi:
3
IZJ-(ZZJFaz)Z tdt :_l:_ ax
r (t2+a2)% t x'—a’
11. I=J~L xe(O,a)

=)

Solutie. Cu schimbarea:

a at dt
at-x*=t’x*, x=———, dx=— .
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Analog, se obtine:
ax

I =
2 2
a —x

xdx

12.I=J—1, xe(O, 1)

(1 —x )5

. .. 1 . +1 . ..
Solutie. Aici m=3, n=2, p=5, jar =2¢€Z, i.e. potrivit
n
cazului (iii) notam:
1
L —t dt
1-x* =1, x=(1—t2)2 iar, dx= =, >0
1-¢

apoi:

w

3

I=—J'(1_t2)2 £t =—I(1—t2)dt=%—t

¢ L
(=)
In variabila initiald x, integrala se scrie, in final:

1=§(1—x2)3—(1—x2); :—wm

3

13. I= , xe(O,a)

Solutie. La fel ca mai sus:

1
a’ —x* =t x=(a2—12)2, iar dx=-—

Inlocuind, integrala devine:

22
I:—J'(a CF lz—j(az—tz)dtzg—aZt

C @y

In variabila initiala x, integrala are valoarea:

I =—§(x2 +2a2)\/a2 -x°

Xdx

2 2’
\NX —a

14. 1=j

xX>a
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—t dt

3

(a2 +1 )E

1
Solutie. Senotezd o’ —x" =t < x:(a2 +t2)2, dx =

apoi:
I——J a’ +t tdt 1 =—I(a2+t2)dt=—§—azf

(az +1 )5
In final, se obtine:

1 =%(x2 +2a2)\/x2 -a’

5
15, 1= [-2%_ xe(0,a)
2 2
a —X
Solutie. Scriem integrala sub forma:
1= I —x%) 2dx

1 m+1

Aici  m=5 n=2, p= - =3eZ. Se face schimbarea:

n

1
=~ . tdt
a’—x*=t*, cu xz(az—tz)z, 1ar dx=————

(a2 —t )E

In aceste conditii, integrala devine:

2 _ 42 B
]=—I(a t )2 tdt : :_J'(az_tz)zdt:_i+%a2t2_a4t
t N 53
(a®=2)"
sau
1:—%(3# 10t +a*)
Revenind la notatia initiald, obtinem:

=L (3x4 +da’x’ +8a4)
15

x dx
2 2
VX" —a
Solutie. Se noteza:

xX*—d*=t* cu x=(12+a2)% si dxzi
(t2+c12)E

16. 1=j
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Atunci:

5

2 2\>

Izj(t e )2 ( 2t dtz)l =J(t2 +az)2 dt =§+§a2t2 +a't
t"+a )

In notatia initiala:

I =%\/x2 —-a’ (3x4 +4a’x? +8a4)

17. I= J-gdx

\/Cl +x

Solutie. Se efectueaza aceeasi schimbare ca mai sus, iar in final, se obtine:

I =%\/x2 +a’ (3x4 —4a*x* +8a4)

dx
18. I=|——=
J‘x4 [aZ +x2
Solutie. Aducem integrala sub forma:
1= I a’ +x 2 dx

1 . R
cu m=-4, n=2, P=7: deci ne situam in cazul (iii) cu :

a at dt
2.2 dx=_

12 37

(-1 (-1

iar integrala devine:

1‘—.[ (#-1) (¢ —1) at dt :—if(tz—l)dtz—L[ﬁ—tj

sau
[ 2 2
I=3%(3— 2)=§Tt;(2x2—a2)
dx
19. I=|—————

Solutie.  Ca si la exercitiul precedent aducem integrala sub forma unei
integrale CebéseV'

1= I 2 dx
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dupa care aplicam transformarea:
ed = x= a dx = at dt
’ 1o 3
(1-7) (1-7)
apoi rescriem:
~ (1—f2)2 1 atdt 1 N, L[ ¢
P e g5

2 2
—da . N
obtinem, in final:

iar daca inlocuim ¢=
X
2 2
VX —a
I =?(2x2 +(12)
3a’x

dx
20. I=|———
J‘x4 [aZ _x2
Solutie. Cu schimbarea o’ —x* =¢’x?, obtinem:

szl, dx=— at —dt
(1+2) (1+27)
Apoi:
2\2 (2 3
SR T RN S P E
a at (1+t2)5 a3
Na'-x se obtine, in final:

Revenind la notatia initiald, cu ¢=
X

L\/a2 -x° (2x2 +a2)

4.3

I =
3a"x

il dx

21. 1=\
'[ 1+x°
Solutie. Aducem integrala sub forma unei integrale Cebdsev:

1 A
——. Cum, nsa:

Izj'xi(1+x5)_%dx
1
; n=5; p=

cu m=—
4
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mil 4 111

=4 o0eZ,
n P75 443
se poate face schimbarea:
3
l+x =t'x’ @ x= ! dx =- ardt

Apoi, tinand seama ca:

x ! 1 |

4

1
=xt(1+x°) 4 = t
1+ x° * ( x) (t“—l)% (t4_1)_

integrala se rescrie:

_ 4 fdt 4 1)+1 _ 4
I__gjﬁ—l_ Iz (#-1)( +Qﬂ_ 5

sau
4
I= —g(arctg t+1))
Pentru a calcula 7, sa observam ca:

1 _1(t2+1)—(t2—1)_l( 11
-1

) -1 2 41

Daca integram in ambii membrii gadsim:

I zi[img
t+1

—arctgt
2\ 2 gj

Inlocuind mai sus expresia lui /, obtinem:

2 1 1+x°
I =——arctgt ——In|—{, cu ¢=}
5 5 |t+

4 5
X
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Exercitii propuse

R: +In +C

Prrl (Y1)
Jx
Jx +1

R: 4 \/;+1[%(\/;+1)2—§(\/;+1)+1}+C

b) | dx

dx
\3/1+x3
1. £+t+1 1 2t +1 N+

“ln——————arctg=——+C, unde 7=
6 -2t+1 f3 g NE) x

2. a) |

R:

dx
b -
) .[x3 3&2_x3
2

— 37
R: —(24)2)3 +C
X

3. a) J‘i/; 5x3/x +3dx

3
1 4 2
R: —|5x*+3| +C
10

dx
4. Im, x#0

R: 3arctg3/;
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6 1%3(1+x2) dx xeR
R (1o ) (1o )+ 2 (1427)
22 X X X

8. I—dx, x>0

10. J‘x3(1+x2)%dx, xelR

R: %(1”2)3(3;8—2)

dx .
11. , xeR
J‘x4\/1+x2
2
R: 2); 3_1\/1+x2
X
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12. I dx xe(O,l)

x4\/1—x2’
2
R -2
3x
B[—E ks
x*txt =1
2
R 2x ;i—l > 1
3x
14 I dx - xe(O,l)
(1-2°)
R: ad
1—x?
15I d - x>1
(xz—l)i
R: - al
x’ -1
16. | dx xeR\{-1,0}
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R: (x2+2) x* -1
3
5
19. x’dx
15

R: - 1-x° (3x4+4x2+8)

20. | x ldx

N
1
R: E»\/1—x2 (3x4 +4x? +8)

21. jf;dx

VxT+1
R: %\/sz (3x4 —4x? +8)

dx
X+ X2

1
R: i 1+x° (2x2—1)

2. |

dx
X =1

R: % 1-x° (2x2+1)

23.

dx

x* 1= x?

R: - L@ —1(2x2 +1)

3
X

24. |
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1.11. Integrale abeliene

Integrale de forma:
I R(x,y)dx

unde y este o solutie a ecuatiei algebrice F(x,y)=0, se mai numesc si

integrale de tip Abel sau abeliene.
Daca se gaseste o parametrizare rationald a curbei definitd de aceastd
ecuatie, atunci integrala se reduce la una rationala.

Exercitii rezolvate

1,1:!3/fx3
X —X
Solutie. Notdm y=x/x’—x’ sau x’—x’=)’. Pentru a gasi o reprezentare
parametrica se taie curba cu dreapta y=1x si se obtine:
3t7dt
NS

¥ —1=£ & x=Nr+1, y=tJr +1, iar dx=

Integrala devine, in acest caz:
1 3dt 3¢t
]:J 3 . 3 :EI3 1
WNE+1 2VF +1 U+
Pentru a evalua integrala din dreapta se cauta o dscompunere de forma:
t A Bt+C
= +
£+1 t+1 £ —t+1
astfel ca identitatea obtinuta:
t=A( —t+1)+(Bt+C)(t+1)
conduce la sistemul:
A +B =0
-4 +B + C=1
A + C=0

De aici gasim: Az—%, le, C=

—, lar
3 3
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e Ao

=—%ln|t+1|+éln(t2—t+1)+%_|‘ dt =

2 2
(t _ 1] S
2 2
Larctgﬂ
NERRN
Inlocuind acest rezultat in expresia lui , obtinem:

1 2t—1
243
Restrangem si apoi revenim la notatia initiala:

\/ —J(x* -1)+1 23x*-1-1
(MH) SR

1 1
:—§1n|t+1|+gln(t2 —t+1)+

1 1
I=—51n|t+1|+zln(t2—t+1)+ arctg

I dx
(x2 - 4) x(x - 1)
Solutie. Se atageaza curba de ecuatie y=./x(x—1) sau x’-x=)"

Reprezentarea parametricd se poate gasi dacd se taie curba cu dreapta
y=tx. Astfel:

2 2
X —x=
Y =>x-1=tx
y=1Iu

2. I=

Deducem ca:

x= '
l—tt2 e 2”5[2’ x2_4_(2t 1)(3 2 )%
et T =)
Integrala devine:
-2y - a1, 2 -2 B
1= (20 -1)(3- 2z) t '(1_t2)2_Zj(tz_lj(t2_3jdt
2 2

— = | — | —|=
4 tz_l t2_§ 4 tz_* tz_i
2 2 2 2

1I(t2_2)+(t2_z)dt 1 i dt3 i dtl ~
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1|2
W2 |2+ 46

Tinand seama ca =

L [2 -3
pera

se obtine in final:

Solutie. Asociem integralei date o curba algebrica de ecuatie x° —x*=y".

Reprezentarea parametrica se obtine taind cuadrica cu o dreaptd de ecuatie
y=1x.

Astfel:
o 1
3_ A4 = 2 3
{x =yt 1+tz dx=_(4tdt)2
y=tx _ 1+
Y 1+

Integrala revine la:

£dt

tt+1

Vom proceda la descompunerea integrantului in fractii simple, cautand
constantele 4, B, C si D, astfel incat sa aiba loc reprezentarea:

*  At+B . Ci+D
S RSN Y SN Y
unde s-a tinut cont c¢d polinomul #* +1=(t2 —\Et+1)(t2 +\Et+1) are doud

1=—4j

perechi de radacini complexe conjugate. Efectudnd amplificarile
corespunzatoare se obtine identitatea:

£ =(4t+B)( —V2t+1)+(Ct+D)(£ +2t+1) &
£ =Ar —248 + At
+ B* —\2Bt +B
e +2C +  Cr
+ D +\2Dt +D
12E(A+C)t3+(—\/§A+B+\/§C+D)tz+(A—\/EB+C+\/§D)1+(B+D)
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Obtinem astfel sistemul:
4 + C =0

—\/§A+ B+\/§C+ D=1

A-2B+ C+2D=0

B + D=0
. . 1 1
iar solutia este: A=———, B=0, C=——, D=0.
’ 22 22
Prin urmare:
dt tdt 1 tdt
I= = &
Jt +1 2f-[ \/_t+1 2\/§~[t2+\/§t+1
I
1=L(—11+12)
22
Evaluam prima integrala /, :
(2t— ) f 1
= =—In(#* =2t +1)+arctg(~/2¢ -1
L L1 a3
Analog, rezulta
(2t+\/7) V2 1
=— —d =—ll’1 l‘2+\/zl‘+1 —arct \/5t+1
j 42t +1 2 ( ) g( )

inloculd mai sus expresiile lui 7, si 7, si efectudnd calculele vom obtine 1n
final:

1=

£ +2t+1 Lot \/Et
4I 21 2z R

dx
(1 — x)\3/ 2x* —x°

Solutie. Se ataseaza curba /2x°—x’ =y sau x’+)’-2x*=0. Cubica
obtinutd are un punct dublu in origine, iar schimbarea: y=#x, permite

4. 1=]

obtinerea unei reprezentdri parametrice a curbei:
3
r -1
__2 l—x=—x
2t = 6t
3 dv == 3)?
1+1 (1+7)

y:
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Inlocuind aceste relatii in integrala datd vom putea scrie:

_,[t3+1 t3+1 —6 _J-tdt
£-1 2t (, +1 £ -1
Pentru a putea calcula 1ntegrala din membrul drept si observam ca

reprezentarea:
t A Bt+C
3 1 t3
=1 -1 ¢t +t+1
conduce la identitatea:
t=A(F +t+1)+(Bt+C)(t-1)

unde 4, B, C sunt solutiile sistemului:

A+B =0
A-B+C=1
A -C=0
Se obtin:
A:l, B:—l, C:l, 1ar apoi:
3 3 3
1=3[ L9l [
-1 +t+1
1
unde:
2t+1
=—j =—1n|t+1| 3arctg2 A
¢ +t+1 3

Astfel in variabila ¢ avem:

2t +1

3

I=%V+H—Jnk—ﬂ—J§Mdg

Jx J3x

o N N N .
Daca tinem seama ca ¢ = * se giseste expresia finald a integralei:
1—11{*/2_)“+\/;J—1n|*/2_x_*/;| 2W2—x+x
2

|——\ﬂ§arctg

| x
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Integrale diverse

1. Inz.['l 1+);n+1 X

Solutie. Dacé scriem:

1= f 1+x”+1 dx

. . o A _ 1 _ _ 1
recunoastem tipul de integrald Cebasevcu m=—, n=n+1, p=——.
n n
m+1 L 1
Cum +p==1 i 0 suntem in cazul (iii). Se face schimbarea:
n n+ n

T+ ="y sau x "V 4+1=¢
Derivam ultima relatie, astfel:

n n— n n n—
—(n+1) 2 dx = nt 1aft<::>a’x———1x 2l dt
n+

Inlocuim aceste expresii in integrala data si exprimam apoi pe x ca functie

de noua variabila ¢:
1

I,, =_n+1J‘ 1 ([ﬂx'“rl) " n+2[ﬂ*1dt=—mjlxn+ltndt _
- Iidﬁ— g,
n+170 -1 n+1

Rezulta ca:

n2
I, _j/ dt, Vn>?2
1+ x™ n+1 " -1
X 4.0 £ X +1
I = |4 dx:—— —dt, =3
! J\J1+x5 Sjt“—l x°

Am vazut in paragraful 1.5. ca:

1 1
—dt =—arctg? + —ln
2 4

t+1
De aici deducem ca:

I4 xsdxz—%arctg 4,/1+L5 —lln
I+x 5 X 5

U +1-x
VX' +1+x




Solutie. Sa observam cé:

1= I 1+x
1 R . A
cu m=0, n, p=——, ne situdm in cazul (ii/)de la integrala Cebasev,
n
+1 1 1 n_.n —n n b
deoarece +p=—-—=0. Sepune: I+x"=¢"x" sau x"+1=¢". Apoi
n n n

prin diferentiere: —nx "Vdx = nt"'dr sau dx =—x""¢""dr.
Pe de altd parte (1+x")_% =(t”x”) , =¢"'x"'. Inlocuind aceste expresii in
integrala data, gasim:

I, =[x'"tdt=-] %dt K

n2

unde K, I n>2

Aplicatie. Cazul n=4:

dx £dt 1 1. |t=1 P+xt 1, |Yxt+1-x
J- = I =——arctgt ——In|—| =——arctg—————In|——+—
neN

3.1 j al
O e

Solutie. Intrucat integrala se mai scrie:

n 1
I, = J-xz (a +x’”2) 2 dx

1 c e A . .
cu 20, p=0, ne situdm in cazul iii) de la integralele binome. Se face
n
schimbarea :
a +xn+2 — t2xn+2 sau ax (n+2) +1_t
Apoi se obtine :
—(n+ 2t n+
—(n+2)ax () g = 21 dit sau dx = —————x""dt
a(n + 2)
Inlocuind mai sus, integrala devine:
2 3 (22 on2 3 3 2 2
= £x") xR dt = ———— | X"dt =
" a(n+2)'[ ( ) a(n+2)'[
2 dt 1 |t+1 "2
=— J‘C; = ln| * |, unde 7= —aJ”fz
a(n+2) =1 n+2 |t—1| x"
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Revenim la notatia initiala si scriem:

n+2 n+2
I ! ln[\/aer +\/x } 2 1n(\/a+x"+2+\/x"+2)

n=n+2 \/a+xn+2_\/xn+2 :I’l+2

dx
0 )

Solutie. Intrucat:
ETN
Izjx 3{1+x3j dx

. n+l
iar
n
derivare gasim:
7
dx =-3x*tdt

si dacd inlocuim relatiile obtinute in integrala data, atunci:
1

20 4N 7 4 2
I=—3_[x 3 [t4x3] x3t3dt=—3_[x3t2dt=—3j rdt

4. I=

4 4 4
+p=0.Senoteaza: 1+x3=¢'x3 sau x 3 +1=¢*. De aici, prin

-1
dar

ItZdt —larct t—lln
Aol 2 ey

astfel ca, in final integrala este:

t—1
+1

3 -1 3
[ =—In|—/|——arctgt, t=
4 |t+1] 2

x3

Mai mult, daca inlocuim ¢ ca functie de x,

4 4
Va3 +1-Vx? 3
——— |——arctg
4 4 2
Va3 +1—-Vx3

si apoi rationalizam, obtinem in final:

4 4
I:gln Va3 +1-Vx? —iarctg
2 2

Izim
4
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3
5. 1=jL(1+i/x7)“dx
Solutie. Integrala se aduce la forma uneia binome 1.e.
ETSRPAY
Ix 3(1+x3J dx

. R 1
-, p=§ si intrucat * +p=1, se face:
3 4 n

2
cu m=—-=, n=
3
4 4 4
l+x3=¢'x3 sau x3+1=¢

Derivam ultima relatie, astfel cd se obtine:
)

,
—%x 3dx=4dt  sau dx =-3x3£dt

Integrala se transforma in
2 4
1 =—3jx 3 [t4x3j

3 32
. = 2 1 . .
Cum, insa, x* :[x“j :ﬁ, rezulta ca:
-1

=lw

7 8
xX3dt = —3Ix3t6dt

todt

(v -1)
Calculul integralei obtinute se face cu ajutorul descompunerii in fractii

simple. Astfel reprezentarea:
1  At+B Ct+D Et+F Gt+H

= + + +
(Fo1) Ol (fo) Ol (faa)
se poate obtine cu ajutorul metodei coeficientilor nedeterminati. Sa

observam totusi cad rezolvarea unui sistem de opt ecuatii nu este tocmai
simpla. Vom trata problema direct. Astfel:

/6 (t6—1)+1_(t2—1)(t4+t2+1)+1

1=-3f

L P I O
unde:

P e (12+1)2—t2 _ 1 £

C(-)(ee) (Be)(Eer) Ol (2o (@)

P
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Vom descompune separat fractiile f, si f,, tinand seama de urmatoarele
doua observatii:

)

_l(t2+1)(t21)_l[ | ) 1 J
(# —l)k (2+1) 2(~ —l)k (F+1) 2| (2 —l)k (2 +1)S_1 (£ —l)k_l (2 +1)

Cu acestea, vom scrie:

f= 1 _l(t2+1)+(t2_1): 11 1 . 1
Le-l 2 (P-l)(f41) £l 2 (2 -1)(2+1) (t2+1)2
Mn
= 1 zl(t2+1)_(t2_l):l 1 ~ 1
T (2a1) 2(e-) () 2| (A1) (1) (2 -1)(2 1)
S J 2
unde
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I 1y
4\ -1 £+1 2W+02

Inlocuind mai sus, gasim:

ORI U S
b1 2\ -1 P 2OAHY

I S S
21 -1 ﬂ+1(g+ﬁ
1 1 1 1 1

=— - + +

S 2(g_02z%4 ﬂ+1(ﬁ+¢
Apoi:
1 1
f=hr+h= -

£ +1 (£ + 1)2
Integrand ultima egalitate si tinand cont ca:
J‘ dt 1

t
=— +arctgt
(t2+1)2 2(1+t2 g]

gasim in final:

x dx

(1+x2)\/1+x2 +x*

Solutie. Notam 1+x=¢..x dx= lalt, apoi:

2
1+ 32+ x* =1/1+x2(1+x2)=\/1+(t—1)t=\/1—t+t2

Integrala se transforma in:

1
Iz.[ dt :_J- _Ed[ :_J‘ du
N —t+1 . 1+(1j2 Vi—u+u’
\} t \t

1 < <
cu u=-. Daca tinem cont ca:
t

6. I=
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J 1—Ciu+uzzI : :
)

obtinem:

2
I —n 2 t+2 ' —t+1
2t 2t

iar in variabila x:

21+ x°
21+ +2J1—x+ x>

I=In

3dx

J.x\/x6 +x =2

Solutie. Integrala se mai scrie:

7. 1=

3
—-dx
x2

I__I\/1+12[1)2 :_Ix/ljt—zz2

3 3
X X

1 . - . <
unde 7=—. Apoi, dacd se tine seama de faptul ca: 1+7-2¢ =(1-17)(1+2¢),
X

se ajunge la:

BREE

adicd o integrala de forma:

dt
I,/(z +a)(b—1)

pentru care se face schimbarea:

t—u+—a cu 1/t+a b t (b—i—aj —u?

Aici: a——l si b=1, deci t—u—— .dt=du, iar

/t+1t\/7m

astfel:
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1

1 1 3
arcsm ———arcsind| t+— | =
2 I\/ 2 NG ( 4)
1 . 4+3x3
——ﬁarcsm T

§ - J- 1+x
X 1+x
Solutie. Observam ca integrala se descompune n:
X dx
I = =1 +1
'[x\/1+x J‘\/l+x L
1]
Pentru I, putem scrie:
_2
3
L= X
1 2
x /1+ f1+(2j
X
Alegem —2= ——dx dt, astfel ca:
X x
/ 4
=——I ——lln(t+\/t2 +1)=—lln w
1” +1 2 2 X

Pentru 7, schimbarea x*=u conduce la scrierea:

2x dx z—I du =lln(u+\/u2+l)=lln(x2+\/1+x4)
\/1 2 \/1+u 2 2
Adunand expresiile 1u1 I, si I, obtinem:
I—lln xz+— “1+x4x2
2 [ 1+41+x

2
X
—dx
1+x )\/1+x4

Solutie. Impartind numaritorul si numitorul cu x*, integrala se aduce la
forma:

9. I1=]
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1
——1 |dx
),
(x+1j x2+i2
X X

< . 1 1 <
Se noteaza, apoi x+—=t¢.. [1 ——2de =dt. Pe de alta parte x’ +i2 =t-2
X X X

J

asa cd vom obtine:
2 J‘ —dt

N
N 1 . V1-2u7
O noua schimbare: t=— cu dt=—— si - V=2

\/5 1 . x/Ex
Im \/_arcsm(\fM) \/Earcsm[ ; J ﬁarcsm(x%rlj
1

e
xvxt +3x7 +1
Solutie. Procedam ca la exercitiul 9.

(1 — lj dx (x + i)' dx gt
NENAD Wy i
( 7 +2j+1 \/(x+i) +1 v

unde t—x+— dt—[l—%jdx. Astfel ca:

, astfel:

10. 1=j

1=]

X X
—ln(t+ /—ZZH)_ln(xz+1+\/x4+3x2+1J
X
J- 1+x

Solutie. Integrala se mai poate scrie:

I:I x\/):de i x x1+xl2dx _J_H(erijzdx
[y R oy Y T
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1

X+
=_I x’ (1+L2)dx
1 , 1 X
(x—j(x +2+2j
X X
Cu substitutia: x—lzt.'.[H%jdx:dt, x2+L2=t2+2, integrala se va
X X X
scrie:
I\/t +2dt _J~\/t2+2t dt
(t +4) t2(12+4)
Schimbarea #* +2=u’ ..t dt=u du conduce la:
~ u? du B (u2+2)+(u2—2) ~
e Py R vy P

u-2
u+~2

=—lj( 21 + 21 ]du:— ! arctgL—Lln
23w +2 ur-2 22 V2 22
Revenind la notatia initiald deducem, in final:
. [ NN ETEE e I L ]
‘\/1+x —x[‘ x\/a

12. 1, =J(a2 +x2)5dx
Solutie. Vom face o integrare prin parti, luand:

{u =(a2 +xz)g N {du =n(a2 +x2)§_1x dx

dv =dx

vex
1=x(@ 2 ) —nf (@ + 5 ) dr

1, =x(a+x) [ (@ +2)=a* (@ 2 )dv &
I,=x(a’+x )g —nl +a*nl

De aici, obtinem relatia de recurenta pentru 7, :

n 2
S na
x(a2 +x2)2 + 11,172, Vnz2
n+

I, =j(a2 +x° )gdx= )
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13. 1, =I(a2 —xQ)IEI

Solutie. Procedam ca la exercitiul 12 alegand:

{u =(a2 —xz)g 3{611,{ =—n(a2 —xz)g_1 ndx

dv=dx
Apoi scriem succesiv:

n n
n 2
I, =x(a2 —x2)2 +n_|.x2 (a2 —x2)2 dx &

1=r{a = el (@ -)](@ - e

n

V=X

_ 2 2\, 2
1, —x(a -X ) +na’l,_,—nl,
De aici rezulta ca:

n

Inzj(az—x2)5= ilx(az—xz);Jrna 1 Vn>2
n

14. 1, =I(x2 —az)%dx

Solutie. Procedam ca la exercitiul 12 §i gasim:

I, =I(x2 —az)g dx =

2

n
n 2 na
lx(xz—az)z— 1[,,_2, n=2
n+ n+

Exercitii propuse

dx
1. I=|—
J.3/x3+x2
2
R- 2\/5 2\/X+ +1 (Vx+1 1)

arctg

\/5 1/ x+1 +Rx+1+1

Indicatie. Se atageaza curba /x’ +x* =

y siapoi y=tx. Se obtine

. 3t dt
parametrizarea x=¢t —1, y= 1(13 - 1) iar integrala se reduce la
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> 1= J-x—l,/ x+2)

X+

R: 2arctg[ —j-ﬁ-\/? Jx+2-3x

Nx+2 +\/§

Indicatie.  Se asociaza integralei hiperbola de ecuatie x> +2x—1)°=0 a
< . . A . 2
cdrel parametrizare se obtine pundnd y=#x. Se obtin: x=- =

l‘ —_
4% -
y= 22t , dx=—4t—dtz, iar apoi integrala se reduce la: I E 2)
-1 (-1) (£ =3)(¢ +1)

dx
3. 1:"-—4—)63()6—2

: —4arc 4/ + |\/—2+\/_|
R: —4arctg 2In |\/_ \/,|

Indicatie. Se asociaza curba de ecuatie y=3#x’(x—2) si se intersecteaza

3
cu dreapta y=ix. Se ob‘gin; x:_l 2 y= 2t4’ dx = 8t cjtz
-1

1-1 (1-1")

iar integrala

o 8edr
se reduce la una rationala: J -
—t

4 I:J‘ dx
(2x—i—3)\3/3x2 +x°
R: 2 arcig Rx+2+3x) 1 ‘ Vx+2-Ux ‘
' Px

Indicatie. Curba de ecuatie y=:/3x>+x’ se parametrizeaza ludnd y =x;

e 3 3. —9¢*dt t dt
de aici gasim: x=——, y=— $1 dx=——->;se ajunge la:
£ -1 £ -1 = £+l
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1. 12. Integrale diverse
1. Ix\/x—S dx, x=5
Solutie. Substituim x-5=¢*, x=t+5, dx=2tdt, iar integrala devine:

5/2 3/2
Ixx/x—S dx:ZJ‘(t2 +5)tzdt :zﬁ +£[3 — 2(x—5) n 10(x—5)
53 5 3

Observatie. Mai general, cand avem de calculat:

J.(ax+ﬂ)\/ax+b dx xz—é

a
se face schimbarea: ax+b=1¢*

dx
> -[1+ex

Solutie. Efectuam schimbarea de variabila 1+ ¢* =¢, de unde rezulta:

e =t-1, len(t—l), dx:titl’

iar dupa Inlocuiri:

dc ¢ odt pt=(t=1) 1 1),
J‘1+e* _It(til)_j t(r-1) dt_j(t—l_;jdt_ln

sau revenind la notatia initiald, obtinem, in final:

J.lf);‘ = n[lfexsz—ln(l+ex)

(x2 - 1)dx

t—1

t

3.

Solutie. Aducem mai intai integrala la forma:
(x2 - 1) dx

1=z _

2
( 1) ( lj
x+—| +1 |arctg| x +—
X X

. - 1 1
apoi se substituie: x+—=tc>(1——2de:dt

2
(x4 +3x% + l)arctgxiJrl
X

X X

Integrala se transforma in
dt

! ZJ(ZZ +1)arctgt
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Daca se noteaza: arctgr=u cu =du, atunci:

2 +1

d
I=J7u=1n|u|

Ne intoarcem la substitutiile initiale, astfel ca:

1
arctg(x+—j
X
Na' +x

4, I= J-—dx, x#0

=In |arctg t| =In

Solutie. Aducem mai intai integrala la forma:

If\/i

apoi ludm — =1, cu ——-=dt, astfel integrala se transforma in:
x

x3
a‘t+1 i 1 (d? i
=] —+1
[ 3/2 j 35;2[)62 J

=——jmdz

sau, mai simplu:
3/2
(a2 +x° )

2.3
3a“x

J=—

[2 2
5. Izj-a—;xdx, O<x<a
X

Solutie. Observam ca:

AL s

Substituim: l:t, iar ———a’t Apoi:
X X

1 =—J.t\/a2t2 —1dt =L2J.\/a2t2 —1d*tdt
a

Notim a’#* ~1=u’ cu 2a’t dt=2u du $i obtinem:

3/2
1 2 3 2 2.2 3 2 az

a X

sau mai simplu:
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/ :J- 1+Inx
3+xlnx
Solutie. Observam ca daca ludm 3+xInx=¢(x), atunci 1+Inx=¢'(x), iar

6. dx, x>0

integrala se transforma in:
J- I+Inx dx_J-(p (x)dx
3+xInx (/)(x)

=1n(3+xlnx)

7. Izjcos(lnx)dx
Solutie. Vom integra prin parti alegand:
1
u cos( nx) . du xsm(lnx)dx
dv=dx

V=X
Astfel:
I =xcos(Inx)+ fsin(ln x)dx
1
1
Pentru integrala din membrul drept vom face o noud integrare prin parti:
. 1
u=sin(lnx du=— \
( ):> u xcos( nx)
dv=dx

v=x
I = Jsin(lnx)dxzxsin(lnx) —Icos(lnx)dx

| —
1

Inlocuind 7, in expresia lui 7 obtinem:
I =xcos(Inx)+xsin(Inx)—7

de unde rezulta:

1= ;(cos(lnx) + sin(lnx))

8. I=Ix1n(x+l)dx, x>0
X
Solutie. Observam ca:

ln[erlj =1n(x+1)—lnx
X

De aici rezulta:
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1 =J.xln(x+1)dx—j.xlnx de=1 -1,

Integralele 7, si 7, le vom calcula prin parti. Substituim:

s
u=ln(x+1) u_x+1
=
dv=xdx x’
y=2
2
Astfel:
2 1o x2 52 1 (x2—1)+1
Il=71n(x+1)—5.[x+ldx=71n(x+1)—§dex=
X 1 dx
:71n(x+1)—5(j(x—1)dx+jmj=
5 _ 2
- ln(x+1)—(x41) LYY
Analog cu:
dx
du=—
u=Inx X
{dv—xdx:> 2
- dv=""
2

X ¢, 1 x 1 X X
I, =—lnx——J.x -—dx=—lnx——J-x dx=—Inx——
2 2 x 2 2

4
Inlocuind expresiile lui 7, si 7, mai sus, obtinem:

2 2 (. _1\?
1=%1n(x+1j+x (: ) +In(x+1)+C

X
sau Inca:

2
I="1n x+l +2x 1—lln(x+l)+C<:>
2 X 4 2

X

2
I=%ln[x+lj+%+ln(x+l)+C]

unde C, =C—l.
4

m[ln(x2+l)—2lnx]

9. sz = dx, x>0

Solutie. Aducem integrala sub forma:
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= o)

Apoi schimbam variabila de integrare:

1+i2=t2 a2 o
X x

astfel:
I——It In(t dt——ZIt Int

Integram, mai departe prin parti, alegand:

Asadar:
3 3 3
1=-2 t—lnt—ljt3-ldt =—zt3lnt+t—=t—(1—6lnt)
3 3 t 3 9 9

Revenim la notatia initiala si obtinem in final :

3/2
I:l(l+i2j {1—3ln(1+lﬂ
9 X X

T T
xXe|-—, —
sinx’ ( 2 2J

. - - . X X .
Solutie 1.  Observam ca s1nx:2s1n5cosa iar:

101j

1 11
1 1 cos® = 2 st
_ _ 2 2 _?'(%)
SINX HinFeost  2sintcos tgf o(x)
22 2 2 2
cos®
2
unde (p(x)ztgg iar ¢'(x):%. 12x
cos’ =
2
Astfel integrala devine:
I =1de=1n|¢(x)| =In tgf‘
o(x) 2

234



Solutie 2. Se mai poate scrie si:
1 sinx sinx sinx

sinx sin’x l-cos’x (1—cosx)(1+cosx)
1. (1+cosx)+(1—cosx) 1( sin x sin x j
=—sinx =— +
(I—cosx)(1+cosx) 2

Notam, apoi, cosx=¢ .. —sinx dx=dt si integrala initiald se transforma in:
=1 _J‘i_ _at :lln|1—t|=lln|l—cosx|
21— Y1ee) 2 1+ 2 14 cosy|

Daca tinem de formulele de linearizare ale functiilor sinx §i cosx vom scrie:

l1-cosx 1+cosx

X X
1—cosx=2sm25, 1+cosx=2cos2§

1—c0sx_t ) X

si, de aici:

1+ cosx 2
In final, rezulta:

I=In

1o
2

dx
coS X

11. 1=j

Solutie 1. Intrucit cosx =sin [%—x], integrala se poate aduce sub forma:

Substituim %—x:t o —dx=—dt, astfel ca:
= _ i—_l t L
sint g2

unde am tinut seama de exercitiul 10. Revenim la notatia initiala, astfel ca:
EES IR
. 4 2 8 4 2

Solutie 2. Se poate observa ca:

I=-In =In
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cos” —
1 _ 1 _ 1 _ 1 5
cosx X 2 X ) X ) X
cos2| — COS” ——sIn cos” = 1—-te” = 1-tg”—
(2) 2( & ) 2
t x)
1-tg® >
g 2

X
1+tg‘ cOs — +sin—
1=2] LN L] P i) B -
I B e x‘
—tg— cos——sin—
2
V2_x 2 (ﬁ_x)‘
——COS—_+——sIin— cos
=In 2 2 In 4 2 =In ctg(z_ﬁj
2 V2 x (7 x 4 2
——Ccos————sin— sin| ———
2 2 4 2

12. I=JAw11+tg2x dx, xe(—%,%j

Solutie 1. Observam ca:

P ’
J1+tg’x = Ittg x _ (g *)

\/1+tg2x \/1+tg2x

Astfel:

J-\/l+tg X _'[\/1+(p

unde ¢(x)=tgx, integrala data ia forma:

1 =ln((p(x)+w/1+(p2 (x)) =1n(tg+\/1+tg2x)

Solutie 2. Intrucat:

) 2 2
m:\/1+51n2x:\/51n x+2cos x_ 1 , Vxe[—%,%j

COS X COS X COSx

Apoi, din exercitiul 11:
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Observatie.  Vom face cateva transformari in rezultatul dat la solutia 1 si
vom ardta ca se ajunge la rezultatul obtinut ulterior:

.X X
2sin—cos—+1

infig xS0 Lo S22

COSX COSX cosx
: X X X X
sin® + cos™ sin —+T0s— || sin= +cos =
2 2 2 2 2
:11’1 =11’1 =
X
cos2(j cos > —sin” || cos sin -
2 2 2 2
X X
sin—+ cos—
ToXx
=ln|—=—=|=In|ctg| ——=
. X 4 2
sin——cos—
2

unde am tinut seama de rationamentul facut la exercitiul anterior.

13. I:J~2's1nx+cosx . ‘e O,E
sinx + 2cosx 2

Solutie. Se cauta constantele 4 si B, astfel incat:

2sinx+cosx=A(sinx+ZCosx)+B(—2sinx+cosx), Vxe(O,%j

Identificaim coeficientii nedeterminati dupa sinx si cosx:
sinx: A-2B=2
COSX: 24+ B=1

Sistemul obtinut ne da solutia: 4= g, B :%

Odata cu valorile 4 si B gasite, integrala data se va transforma, astfel:

%(sinx+2cosx)+%(—25inx+ cosXx

)
sz - a’xzijderE
sinx+2cosx 5 5

—2sin x +cos x B

sinx+2cosx

4 sinx +2cosx) 4 .
=—x+§J‘( . i ) dx=—x+§1n(s1nx+2cosx)
5 57 sinx+2cosx 5 5
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arcsin x

14. I= j—dx xe(O,l)

Solutie. Vom integra prin parti considerand:

dx
u = arcsin x du= =
| N 1-x
dv =—2dx 1
X y=—
X

Asadar:

1= —larcs1nx+j
x1=x?

Apoi, integrala obtinuta se va transforma dupa cum urmeaza:
[ ! j dx
E=h J __IJ( J __IJ( J-r
2 —1 -1 — | =1
X X X

ol L [T 1(_J
x Nx® x++/x" —1

Inlocuind acest rezultat mai sus, deducem in final:

arcsin x [x+\/x2—1J
+1In

X

I=-

X

15. Izszxlxz—azdx, |x|<a

Solutie. Vom integra mai intai prin parti, pentru care alegem:
xdx

dy =——

u=-x'-a’ X —-a
j— s
dv=u’dx X
y=—
3

Astfel, se poate scrie succesiv:

=_x \/:__J' x dx lx3m—lsz[(xz_az)+aﬂdx

1= ;x —-a ——j ‘Vxt—a dx——j xdx

Evaludm, apoi integrala J, tot prin parti:
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JJ-xdx

x(Vx?—a® ,dx=
=x¥ —d’ —J-\/xz—azdx=x\/x2—a2 —J‘x4d,__ax—
=xvx?—a® +a*In|x+Vx* -a’

Rezulta ca

-J

2

X a
J =5\/x2 -a’ +71n x++x'—a’
Apoi, dacd inlocuim expresia lui J mai sus, obtinem ecuatia:

3 1 2 2
sz—\/x2 —a’ ——1-L ﬁ\/x2 -a +%ln x+x —a’

|

3 3 3(2
de unde rezulta:

3 2 4
=%{%\/x2 ~-a’ —a—6x\/x2 -a’ —%1n‘x+\/x2 -a

sau
\/x -a’ ——\/x —a ——ln‘x+\/x -a’
. arcsmx
16. I= J-emsmxdx, Igdx |x| <1
Solutie. Integram prin par‘gl prima integrala, alegand:
u = i du = emmz dx
= _
dv=dx I=x

Astfel:

I = xearcsinx _j X - arcsinxdx - xearcsinx -J
V1-x

unde

V1=x?
J:_mearcsinx +7

Prin urmare:

I — xearcsmx + [1 x2 arcsinx —I

apoi:
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I:J'earcsinxdx =%(x+ ll_xz )earcsinx

iar
J:— II_XZearcsinx +I:_ II_XZearcsin +%(x+ [1_x2 )earcsinx

de unde rezulta in final:

arcsinx
J = Ide — %(x _ /1 _ x2 )earcsmx

NI

arctg x arctg x
17 [:J‘(I:X_de’ JZJ‘WX

Solutie. Integram prin parti ambele integrale. Pentru / luam:
1 x dx

u= N du=-——"-3
arctgx

dv= ¢ arctg x

14X =€t
Rezulta:
arctgx arctgx arctgx
e xe e
I= + = +J

1+x (1+x2)3/2 1+x?

Pentru J luam:

X 1

i du = ———dx
earctgx
dV = 1+ x2 dx V= earctgx
Astfel:
arctg x
X e X
J — earctgx _ — earctgx .y
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Am obtinut sistemul:

L paretex
Ji+x*
I +J = xe™E
Ji+x*
Y Gl i
1+x°
Y /- (x + l)eamgx
1+x
In final, urmeaza ca:
I ereter de = x+1 Qe

(1+2° )3’2 21+ x°

arctg x
x—1 earctgx

J:J‘ xe

(1+x2)3/2dx: 2\/1-i-x2

18. I =J.x,/1_—xdx, |x| <1
1+x

Solutie. Observam ca:
Iz.[x 1-x f]r:.[ x dx

\/l—x2 \/l—x J-\/

unde A4=-1-x, iar B se obtine integrand prin parti. Astfel:

szx%dxzjx(\/g)’dxzxx/l—xz —J\/l—xzdxz

=xvl—-x —J4dx xv1-x* —arcsinx— B

Obtinem:
B= gx/l —x? —%arcsinx

iar, in final:

X a’x B

1 . -2 1 )
J=—J1-x? + 1= % —Earcsmx B szT 1-x° —Earcsmx
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Exercitii propuse

1. J‘(2x—1)\/ﬁ, x<3

R: —2(3-x)"(7+6x)

15
dx
2. J‘e’x—i-l’ xeR
R: ln(1+ex)
(x2+1)dx

3.

(x4 —x +1)a1rcctg[x2 _lj

X
’-1
R: — ln(arcctg al

X

[ 2
4. J‘szdx, xe(O,Z)
X
2
R: — 4-x —arcsinf
X 2
’ 2
5. J‘idx, xe(0,2)
X

R:\4-x2 +2lnx—2ln(x+\/4—x2)

x’—a’
6. jfdx, |x| >a
x
32
(' -a’)

R:
3a’x

14+ 2xInx

R: x+In(1+2xInx)
Indicatie. Se cautd 4 si B constante reale, astfel incat:
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3+2(1+x)Inx=A(1+2xInx)+ B(1+2xInx) .

8. Isin(lnx)dx, x>0

R: —%x[cos(lnx) - sin(lnx)]

9. Ixm[x—%}h, xe(0,1)

xz 1 2 1 1 2
R: ——+—x"In| x—— ——4n(x —1)
4 2 2

X

10. J‘%ln(x+éjdx, x>0

R: l+2arctgx—lln[x+lj
X X x

\/ﬁ(ln(x2 —1)—21nx)

11. j Z dx, x>0
X
3/2
R: —l(l—izj {2+3ln(x—lﬂ
9 X X
12. j (_2;5
cos2x’ 4 4

R: —ln
2

ct z—x
g 4

1. [ ve(0d])

R: Eln|tgx|

14. J‘tgx«/l+tg2 xdx, Xxe€ [—%,%)

1

COSXx

R:
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2si
15. J‘.Slnx—+cosxdx’ ye 0,£
sinx+2cosx 2

R: 3?er%ln(2cosx+sinx)

l6. [Brecosx , , o1
I e xe(0,1)
arccos x {x+m]
R: - +In
X X

17. IXZVx2+a2dx, xelR
3 ) .
R: %m%—%xm—%ln(x_g_\/m)

18. a)I:Iearccosxdx, XE(—L 1)

1
R: J= _E(X+M)earccosx

arccosx ..

pyJ= [,
e

R: I:—%(_x+m)emccosx

xe(-1,1)

19. a)lzj-xexsinx dx
I . . .
R: J=Ee [—s1nx+x(s1nx+cosx)]
b)Jz.[xex cosx dx

1 . .
R: 1:5e [cox+x(smx+cosx)]

20, [2EYG xe (-1, 1)

N1+ x
R: 4J1—x +21+xarcsinx
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2
3 241 1, (1-1)

R: —— t 5 t:31+
4arcg\6 8 +t+1 !
dx
22. 13—1”3
1 241 1, (e-1) e
R: ——arct +—1 , =41+
BER e e ¥
gdx
23 -“[1 xn+2
- arct —x"
n+2 8 2
24, [—&
5x4(1_5x6)E
R: éactg ! +5arctgt+ |t _ft+1|
6 3-20 3 |t |

x5—1
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2. INTEGRALA DEFINITA

2.1. Sume Riemann. Notiunea de integrali definitd

Fie f:[a,b] >R o functie marginitd si A={x,,x,..,x,} o diviziune a
intervalului [a,b] cunorma |A|=max

I<i<n

X, —xl._1|.

Fie £=(&),, (1<i<n), un sistem de puncte intermediare, cu x_ <& <x,
Notam:

n

Oy (A.8) =Zf(é)(xi -x)

i=1

suma Riemann asociatd functiei f, diviziunii A si sistemului de puncte
intermediare .

Se zice ca feste integrabild Riemann (sau in sens Riemann) pe [a,b] daca,

pentru orice sir de diviziuni (A,),., ale intervalului [a,b],

n

A, ={xg,xl",... x } cu norma,

>n

A,|— 0 si orice sistem de puncte intermediare
& =(&"), x, <& <x (1<i<n) avem:
1

lime, (£.£")=1
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Numadrul real / se numeste integrala definita (in sens Riemann) a functiei f

b b
pe intervalul [a,b] si se noteaza cu J-f(x)dx sau jf.

Observatii

(i) Daca limita existd, atunci ea este unic determinata de functia f.

b a
(i) Daca a <b, atunci jfz—jf.
a b

Exemple

1. Fie f:[a,b)] >R, f(x)=c, ¢ = const. Atunci:
b
chxzc(b—a)

a

Solutie. Intr-adevir, daca notam:
A={a=x,<x <..<x,=b}si £=(&)_.
ca mai sus, atunci:

Zf x—x zn:(xl.—xi_l)c=

i=1
—c()c‘i—xo-i-)c‘z—)(l ..... +xn—)c‘n_1)=c(xn—x0)=c(b—a)
Iar, daci se aleg arbitrar sirul de diviziuni (A,)  cu [|A,|— 0 si sistemul de

puncte intermediare £". Astfel incat x', <&" <x7, (V i :I,_n) atunci evident:

limo, (f.&")=c(b-a)

Din unicitatea limitei, rezulta ca:
b

chx =c(b—a)

a

2. Fie f:[1, 2]>R, f(x)=l. Atunci:
X

2

jf(x)dx=ln2

1
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Solutie. Fie ¢=42 si A, ={1,q,q2,...,q”} un sir de diviziuni atasat
intervalului [1,2] si & :{q,qz,....,q"} un sir de puncte intermediare. Atunci,

evident:
||A || = max

1<i<n

e T WINPT BT

1<i<n

si &'=x"=¢q. Atunci:

)= S () )= S ol ) =2 ()=

3 |

unde am tinut seama ca:
1
lim| a” -1 |n=Ina, a>0, a=#l
n—>0
Urmeaza ca:

limo, (f,g”):jldxz In2
n—o " 1 X

3. Fie f:[a,b] >R integrabila Riemann. Atunci:

1 b
i 30 b0m0) Jo e

In particular, dacd a=0si b=0, avem:

i, ()10

Solutie. Mai intai sa observam ca pentru intervalul [a,b], diviziunea:

Az{azxo <X <.o.<Xx, <. <X, =b}
k . PR <
cu x,=a+—(b-a), (1<k<n) este echidistantd, in sensul ca:
n

b a

n

A= —=x = ,Vk=1Ln

, iar s1stemul de puncte &” =( - )1<k< se alege, astfel Incat:

Sk =X
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Astfel ca:

i35k o) =i oot ) =5 o

n%mnkl

Aplicatii
a) Sa se arate ca:

1
lim— ( /1+ +,/1+ +.. .+,/1+2]=I\/1+xdx
n%wn n

Solutie. Notam f(x x€[0,1]. Conform celor de mai sus:

lim— (\/H +\/1+ +.. \/1+—J_hmlz 1+E=
ﬂ*}oon n%wnkl n

= lim— Zf( j:jf x)dxz{ﬁdx

n—»o
h 0

b) Sa se calculeze:

b
jexdx

Solutie. Notam f(x)=¢" xe[a,b] si fie h:b;a:h(n)
n

Atunci:

) nh _1
) bl (s S
Cum n— oo, rezultd cd h— 0, Astfel ca limita precedentd devine:
. h b—a _ 1 b—a
(€ ) e )

Inlocuim mai sus acest rezultat, astfel ca:
b

Iexdx =e’ (eb"” - 1) = —¢"

Observatie. Egalitatea de la exercitiul 3 se mai poate scrie si sub forma:

n b
mh;f(mhk):jf

b— . e . ..
unde h= este chiar norma diviziunii echidistante A asociata

n
intervalului [a,b].
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Aplicatie.  Sa se arate ca:

a) lim2| 14 | +4 o+ « —j dx
n—® g n+3 n+6 n+3(n—1) o V1+x

Solutie. Sa observam ca:

X 1
L=lim>>. n+3(k-1) =lim=) ————

k—o p =y n—o p =)

Notim k—-1=i cu i=0, n—1. Atunci:

n—1
L:limiz 1
i3
n
. . 1 .
Fieacum a=0, b=3 si f:[0,3] >R, f(x)=——, atunci:
N1+ x

Exercitii propuse

1. Folosind definitia integralei Riemann sa se arate ca:

ixdx = b -

a

2. Fie f3[0,1]—>R, f(x):{i) xe((()),l]
x=

Sa se arate, plecand de la definitie, ca feste integrabila si:

_:[f(x)dle

3. Fie f:[0,1]]>R, f(x):%, vV xe[0,1]. Sa se arate ca f este
+x
integrabila si:

j.f(x)zlnz
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4. Sa se arate ca:

lim ! + ! +..+ ! =In2
e\ p+1 n+2 n+n

5. Sa se calculeze urmatoarele limite folosind sumele Riemann

. 1 1 1
a) limn >+ s+t 5
e | (n+1)” (n+2) (n+n)

R: l
2
b) lima,, unde a, =Z;.
n—0 k=1n+k n+1
n
R: In2

Indicatie. Se alege, E<.§,§“SE, unde §£:E+£ (1<k<n)
n n n

. 1 [(2n)!
¢) lima,, unde a, =—z (2) .
n— n\ n!

R:i

e

Indicatie. Se va scrie a, sub forma:

. :’J(n+1)(n -};j)...(n-i-n) =§/(1+%)(1+%}.(1+%j

Apoi se logaritmeaza si se calculeaza:
lim(Ina, )= 1iml{ln(l + l) T ln[1 +ﬁﬂ
n—m n—wo p n n

2.2. Formula lui Leibniz — Newton

Reamintim, farda demonstratie, cateva din rezultatele fundamentale ale
teoriei functiilor integrabile (in sensul lui Riemann).
Fie f:[a,b]—>R. Atunci:

1) Daca f integrabila pe [a,b], atunci f este marginita.

2) Daca f continua pe [a,b], atunci feste integrabila.

3) Daca f este continud pe [a,b], iar F:[a,b] >R este o primitiva a lui f
pe [a,b], atunci:
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b
jf(x)dx =F(b)-F(a)| (Formula lui Leibniz — Newton)

a

Observatie. Uneori scriem F(x)|j in loc de F(b)-F(a); x se numeste

variabila de integrare, iar integrala definitd este un numdar real care nu
depinde de variabila de integrare:

if{f(x)dx{f(z)dr

Exemple

1.Fie f:[a,b] >R, f(x)=c, c=const.
Evident, f este continud pe [a,b], iar o primitivd F a lui f este functia
F(x)=cx, x[a,b], Astfel::

jf(x)dxzcxﬁ =c(b—a)

2. fL2] R f(x)=—.

X

2
.. . 1
Aici, F(x)=Inx si J—dx =Inx[’=In2-Inl1=In2
X
1
Exercitii rezolvate

Sa se aplice formula lui Leibniz — Newton la calculul urmatoarelor integrale
definite:

1

1. j(xz +e* )dx
0
Solutie. Fie f(x)=x’+e", xe[0,1]. Evident, fcontinua pe [0, 1] ca suma
3
de functii elementare iar, functia F(x)= x? +e

X

este o primitiva a lui f(x)

pe [0, 1]. Astfel:

i(xue-x)dx:(%}m]

1

0 =G+ej—(0—1)=§+e
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j- dx

2 s
x —=5x+6

4

Solutie. Fie f(x)= !

X2 =5x+6
1 1 1
f(x):(x—2)(x—3) :x—3_x—2

iarprimitiva lui f'este:
F(x) = ln[i:zj xe [4,7]
Astfel:

Ef(X)ﬂn(i:zy

4

xe[4,7]. Se observa ca:

=mi—ml=m4
5 5

3 j- dx
' 01+\/;

Solutie. Fie f(x)= x€[0,1]. Evident, f continua pe [0,1] drept

1
1+/x
compunere de functii elementare. Notam:

F(x) = If(x)dx
o primitiva a lui /. Pentru a determina F vom utiliza schimbarea de
variabila:
x>t o 1+\x=t cu x=(t-1) si dv=2(r-1)dr
Apoi:
2(t—1)dt 1
F(x) =j—=2j[1—;jdt =2(t=Int) =2 1+ =n(1+x) |,

F(x)| =F(1)-F(0)=2(2-In2)=4-1n4

3
4, j\/xz —4dx
2

Solutie. Fie
F(x) = .[\/xz —a’dx, |x| >a

S-a vazut in Cap. I cd, o primitiva a functiei x —-~x’ —a’,

xX|>a este:
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2
F(x) =§\/x2 ~-a’ —%ln‘x +Vx* —a’
Astfel pentru a =2 se obtine:

3
[V —adx =§\/x2 —4] 2In
2

x+Ax’ -4

L=

3_3J§_21 3+4/5
2 "

> J‘1+\/_

Solutie. Notam:

dx xe[O 1]

I 1++/x

Efectudam schimbarea de variabild x —¢ .. x =¢ cu dx = 2tdt

Astfel:
2j/ tdt 2j dt— j NI}
Ji-¢ \/ —t
unde
2
Izj%dtzjt(—\/l—tz)d =—tJ1-1¢ +I\/1—zzdt=
=—tJ1-1* + 4dt——t 1—¢* +arcsint—1
J-\/ t
Prin urmare:

1= -‘-ﬁdt__é 1-¢ +%arcsint,

iar daca Inlocuim expresia lui I mai sus, se obtine:
F(x) = (t — 2)\/1 —t* —arcsint = (\/; - 2)\/1 — x —arcsin/x
Valoarea integralei este conform Leibniz — Newton:

[ g

V4
2

dx
3+sinx+cosx

N
~
Il
NN —w |y
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Solutie. Fie F(x)= J‘L xe [Z 3_”}

3+sinx+cosx’ 27 2

Se va utiliza schimbarea:
2t 2t -7

x
te—=¢t..dx= de unde sinx= ,
&5 1+¢ 1+¢ 1+¢

se obtine:

tdt 1c(2t+1)-1
F(x)= -
(x) J‘t2+t+2 29 P +t+2

.a’tz%ln(t2 +t+2)—

2tg T +1
—lj dt —lln(tg2£+tg£+2j—iarctgg—
2( 1 (J7) 2 2 72 J7 J7
t+—| +| —
2 2
Apot:
3z
i 2t 41|

P L ) L T ST GUET S
2 2) 2 )

2

1 2
——arctg ——=———
NZARGENG

z
2

N

In final, se obtine:

I=-In 2 +i7(arctgi - arctgL)

NN N

Exercitii propuse

Sa se aplice formula lui Leibniz — Newton la calculul urmétoarelor integrale
definite:

1
1. J-(2x - 1)9dx
0

1
3. I\/)CZ +4dx
0
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11 j‘\/;dx
. 01+X\/;

R: g1n2
3

3
12. Ie" sin xdx

R: l[1+ezJ
2

3z 152

2 35

1
15. Isin3xcosz dx

o

R: i
15
1
dx
16.
J-x3 +1

0

R: é(n 3 +1n8)

3
17. Jsinsxdx
0
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R: l(1n4—1)
5
19. j
o smx+cosx)
R: l
2
2z dx

20. |

v 4—3cosx

R 2T

J7

2. 3. Proprietdtile integralei definite

Reamintim cateva din proprietitile integralei Riemann studiate in analiza
matematicd din liceu:
(P) Proprietatea de liniaritate

Daca f,g:[a,b] >R sunt doua functii continue pe [a,b] si a,feR,
atunci:

j(af+ﬁg) =a}f+ﬂ}g

(P,) Proprietatea de aditivitate la interval

Daca f:[a,b]—> R continua si ce(a,b), atunci:
b c b
[r=1r+]s
b
(P,) Daca f:[a,b] >R continuasi />0 pe [a,b] = jfzo

Observatie
Reciproca nu este, in general, adevarata. De exemplu, pentru:

f(x) =x’—x, xe [0,2]
integrala are valoarea:

2 x3 x2

friome-(5-5)

insa pe intervalul [0,2]: f<0.

2

L
3 3

0
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Consecinte

b
1) Daca f continud pe [a,b] s1 /<0 pe [a,b] :>If$0.

b b
2) Daca f, g continue pe [a,b] si f<g pe [a,b] :>J'fsfg.

(P,) Daca f:[a,b] >R continua si m< f(x)<M Vxe[a,b],

atunci:
m(b—a)éjf(xﬁkSAl(b—a)

(P.) Daca f:[a,b]—>R continua pe [a,b], atunci este continua pe [a,b] si

b b
J7|=0I
Consecinte

i) Daca f continua pe [a,b] si f >0, atunci pentru orice subinterval

[a, 8] =[a,b] are loc inegalitatea:
B b
[r=]s
(04 a

i) Daca f continuad pe [a,b] si daca exista x, €[a,b], Astfel incat f(x,)>0

atunci:

jf(xﬁk>0

Exercitii rezolvate

Sa se calculeze urmatoarele integrale definite:
2

l.ﬂx—Wk
0

Solutie. Intrucat:

| ” (1-x) 0<x<l1
XxX—1=
(x=1) 1<x<2

deducem conform proprietatii (P,), ca:
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”x 1|dx Il x)dx+j (x— l)dx——( )|]+(x—1)2| =l+l=1

2. I= j-rnax{x,xz}dx
-1

Solutie. Folosind definitia maximului a doud functii sau cu metoda grafica
(vezi figura) putem scrie ca:

2
—-1<x<0
max{x,xz}z o o
X 0<x<l1

y

[0 X

Apoi, tinand seama de proprietatea (P7,), deducem ca:

0 1

3

Izj.xzdx+‘(i:xdx=x?

2
X
J’__
42

1 1 5
_J’__ p—
3 2 6

0

3. Sa se arate ca:

n+l

lim j d  _
S A

Solutie. Pentru n<x<n+1 auloc inegalitétile'

N1+n? <A1+ 1+ n+1 ! < !
\/1+ n+l) \/1+x2 Ji+n2

Integrand in ultima relatie termen cu termen intre 7 §i n+1, avem succesiv:
n+l n+l dx 1 d 1

dx <
f\/l+ n+l) J‘\/1 J.m \/T m N

Trecand la limitda dupd n — +oo, rezulta ca:

n+l

lim | d__
n—w n [1+x2
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4. Sa se calculeze integrala:

T 1
A=||sinx ——ldx
[lins- 5
Solutie. Explicitam mai intdi modulul:
1 . [ 71 {37[ }
——sinx xe|0,—|v|—,7
1] |2 4 4
V2 . 1 (ﬂ j
sinx———  x€ Z,/Z

Apoi, cu proprietatea (F,), vom scrie:

T

3z
N
+| —+C0SXx
V2

(7 N2 _ﬁ Bz N2 a (=, 3% 2
42 2 W2 2 a2) T 2
Un calcul simplu arata ca:

A=+2-2

5. Sase arate ca:

3z

jﬁ

. oa A 1 . . -
Solutie. Intrucat pe OSXSE functia f(x)=x" este strict descrescatoare

l\)l»—

pentru V ne N, putem scrie succesiv:

X <xt ol-x <Jl-x" ol< ! < ! ,Vxe{o,l}
x2n \/1_x2 2

Vi-

Se integreaza pe [O, %} astfel incat:

1

t dx .
<I <arcs1nx|(§ =

0
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6. Sa se demonstreze ca:

Solutie. Se pleaca de la inegalitatea:
e >1+x, VxeR’

care se poate proba pe cale analitica sau grafica (vezi figura de mai jos)
y

1+x

1

e

o

Apoi, se schimba x cu —x*, respectiv x* a.i.
e >1-x*, Vx#0
e"2>1+x2, Vx#0
De aici deducem dubla inegalitate:
1
1+x°

Care se integreaza pe [0,1]:
1 1 1
2 d.
l‘(l—xz)dx<‘([e ] dx<£1+);2

In final, rezulta:

2
I-x*<e™ <

2 ¢ e
—< je"‘ dx < arctgzzl
3 9 4

7. Sa se determine numarul real a, |a| <2, Astfel incat valoarea integralei:
1
j |x — a|dx
-1

sa fie maxima.

1
Solutie. Fie h(a)= “x —aldx, ae[-2,2]. Distingem urmatoarele cazuri:
|
i) —2<a<-1. Deducem ca:
1<—a<20<x+l<x—a<x+2
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De aici rezulta:

h(a)zj.(x—a)dx=(x_a) 1_1=%[(1—a2)—(1+a2)]=—2a

% 2

i) —1<a<l. In acest caz, din proprietatea de aditivitate la interval

rezulta ca:

h(a)=j‘|x—a|dx+j:|x—a|dx=j“](a—x)dx+i(x—a)dx=

-1

2_%@ X)L +%(x—a)2 |L=%[(a+l)2 +(1-a) = +1

iii) 1<a<2. Urmeazaca, x—-a<0, iar

Prin urmare, se obtine functia:
—2a ae[-2,-1)
h(a)=<a’+1 ae[-11]
2a ae(l,2]

al carei grafic este reprezentat mai jos:
y

Se observa ca maximul functiei 4(a) este atins in punctele a e{-2, 2}

Exercitii propuse

1+e* xe[—l,O]

1
1. Sa se calculeze , unde =
:[f(X)dx f(x) {x+1 x€(0,1]
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R: 7 1
2 e

2. Sé se demonstreze inegalitdtile urmatoare fara a calcula integralele:

a) Iln 1+x)dx<j

xdx

b)_[ Tdx < j 1+x dex
0

3. Sa se stabileasca inegalitatile:

2 ¢
a)—SJ‘e"deZ
e I
1
b)ﬁs%.[\/x2+4x+5dxﬁm
-1

L o1 . . <
Indicatii: a) Se aratd ca —< f(x) <1, Vxe [—1, 1] §1 apol1 se integreaza pe
e

1]
b) f strict crescitoare pe[-1, 1], deci £ (~1) < £ (x) < f(1)i.e.v2 < f(x) <10,

apoi se integreaza.

4. Sa se arate ca daca f, g:[0,1]—> R sunt doua functii de clasa C'[0,1],
atunci:
1
lim [ f (" Jg (x)dx= 1 (0)(0)
0
Indicatie. Notam h(t)=f(¢)g(t),t€[0,1]. Se aplica teorema cresterilor
finite pe intervalul [O, x"] si mai departe se procedeaza ca la exercitiul 11

din paragraful 2.3.

5. Sa se demonstreze inegalitatile:
1 2
a) Lo J- xdx

3

e+2

b) i<J.ex2abc<
3 0
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2x
1+x* 1+x

. . - C A AT X
Indicatie. a) Se arata mai intai ca <

13
integreaza pe [0,1].
b) Se verifica in prealabil cad x* +1<(e—1)x* +1, Vxe[0,1].

6. Sa se calculeze:

liantl dx
oo s [ 4]
R: 0

7. Sa se calculeze:

1

ot dx
hmJ- -
ﬂ*)wo l_xn

R:

| —

8. Sa se calculeze urmatoarele integrale:

a) j‘(‘xz - 1‘ + ‘2x —xz‘)dx
)

R: 12

2z
b) I(|sinx|+|cosx|)dx

0
R: 8

1 X 0<x<t
c) If(x)dx, unde f(x)= tl_—x o<l

0 1-¢ -
R: L

2

9. Sa se calculeze:
3
dx
Ald)=[———— R
(a) '!.|x—a|+1’ “c

<2x, Vxe(0, 1) siapoise
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R: A(a)z ln(4a—a2) I<a<3

10. Fie (f,),, un sir de functii, definit recurent prin:

L(x)=1 £, (x)=[f(6)dt, VneN, Vnx1
1
Notam: a, = f,,,(2). Sa se demonstreze ca lima, =0

(x-1)’
n!

Indicatie. Se probeaza prin inductie ca f,, (x)=

Valoarea maxima a lui / se obtine pentru a =0

11. Sa se calculeze:
1
A(2)=[|¥* - 4fd2, AeR fixat.
0

Solutie. Explicitam functia care apare sub integrald tinand seama de
valorile parametrului real A:

i) A>1. Intrucat ‘xz—}t‘zﬂ—xz, Vx e[0,1], rezulta ca:

A(/l)zj-(/l—xz)dx:ﬂ—%, A>1
0

i) A<0. Deoarece,

xz—/”t‘zxz—/l, Vxe[O,l]
1
1
AN =|(x*-A)dx=——1 1<0
(1) .([(x )dx 3 <
iii) 0<A<I. In acest caz:

‘xz_1‘:‘()6_\/%)‘()64_\/;):{/12—)(2 OSx<\/Z

-1 Jis<x<l
Mai departe, rezulta:

A(ﬂ)zf(i—xz)dwrj;(xz _ﬂ)dx{gx_gf {?_ﬂ,L _
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Prin urmare:

l—l A<0
3

A(2)= (:\/Z IJ/I+§ 0<A<1

/1—1 A>1
3

12. Sa se calculeze integrala:

1

d

L=[5—>—  o|x1
0 X +2ax+1
Solufie. Intrucat x*+2ax+1=(x+a) + (1 -a’ ), distingem urmatoarele
situatii:
i) |a|<1, caz in care:

1
Lz_l[ dx = 1 arctg rra | =

0(x+0:)2+(\/ﬁ)2 Vi-a? Ji-a?|,

arctg

\/105]\/105 l+a

arctg

;[arctg l—i_—a
Vi-a’ V1-

i) |a|>1. In acest caz:

1
dx 1 In |x+a— 1||

(x+a)2—( /—a2_1)2_2 a -1 \x+a+ 1\

L=

© ) —

1 1n|x+a \/a -1 a+\/a —1|

2\/a -1 ‘x+a+\/a -1 a- \/0{ —1‘

- Jﬁm[(m_m)(mmn

13. Sa se calculeze integralele definite:

2
a) A= J‘\/l —cos xdx
0

Solutie. Intrucét 1—cosx= 2sin2§ rezultd ci /1-cosx =~/2

.X
sin—
2
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Pe de alta parte, pentru 0<x<27z, avem: sing >0, astfel ca:
2 x x 27
A= Iﬁsin;dsz\/EcosE =0
0 0

b) A= J. |In x|dx

Inx lSx<1

Solufie. Avem: |nx|=1" e
Inx 1<x<e
apoi:
1 e
A=|(-Inx)dx+ |Inx dx
[ ]
Notam: F(x)=x(Inx-1), Vx>0. Atunci:
e 2 2
A=—x(Inx=1) +x(lnx—-1) = 1-Z|+1=2-2
(= 1) +x(inx 1) ( ej+ :

14. Sa se arate ca daca f:[0,1] >R este de clasa C[la,b] (i.e. f este o funtie

derivabila cu derivata continud pe[a,b]) atunci:
1
lim [ (x" i = £ (0)
0
Solutie. Se aplica teorema cresterilor finite a lui Lagrange functiei f(r)
pe intervalul [O,x” ] Astfel:
f(x”)—f(O)zf’(cn)x”, cne(O, x")
Intrucat f'este de clasa C‘a‘b], rezultd cd /' este marginitd pe [a,b]. Asadar:
34>0 - |f'(e,)
Prin urmare, daca se integreaza inegalitatea din urma, se obtine:
1
[[7(x")=r(0)]ax
0

iar prin trecere la limita se obtine:

<A,VneN, ¢, e(O,x")

1 1
n ’ n _ ﬂ’ n—>+o0
S_([x |f (cn)|de/”tI[x dx—n+1—>0,
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Aplicatie. Sa se calculeze:

lim j dx
oot 14 x"

Solutie. Definim f:[0,1] >R, f(x)=

Este evident ca f este de clasa C0 e iar f

0)=1. Astfel, din cele aratate

anterior:
1
dx
lim =
VIA)OO‘O[ ’1 + xi’l
15. Sa se studieze convergenta sirului (a,)  definit prin termenul general:

1
a, =Ix”\/1 —xdx, VneN

Solutie. Notam: F,(x)=[x'\1-xdx, Vxe[0,1], VneN

Atunci, daca se integreaza prin parti cu:

u=x
= 2
dv=A/1-xdx v=—§ l—x(l—x)
se obtine:

F (1) =3 a(1-x)Wix o 2 [ (1o xp i =
F (1) =3 a(1=xWi=x 4 2 (£ (0)- F, (x)

3
De aici rezulta relatia de recurenta:

2 — 2
I e G A A T

a, se obtine din relatia:

{ n du = nx""'dx

1

an = F;z (x)|0
Astfel
a, =2—nan_1, Vnx1
2n+3

Pe de alta parte, integrantul x"v1-x >0, V x€[0,1] a.i. conform proprietatii

(P,), urmeaza ca:
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1
a, =J.x”\/1—xdx20, VneN
0

Evaluand diferenta:

2 3
a,—a, = A a, , =— a, <0, Vnzxl
2n+3 2n+3
se deduce cd sirul (a,)  este descrescitor si in plus:
0<a,<a,,, Vnzl

Pe de alta parte, sirul a, este marginit Intrucat:

VO0<x<l = J1-x<1 51 x"Jl1-x<x"
Adica:

0<a <|x"dx= Vn>1

n

Sy S——

n+l1’

In concluzie, sirul (a,)  este monoton si marginit, deci convergent.

n=l1
Trecand la limita 1n ultima inegalitate se obtine:
lima, =0

n—o0

16. Daca f:[0,1] >R este o functie de clasa C;,, atunci:

[o.1]°
1

limnjx"f(x)dx = f(l)
0
Solutie. Sa observam ca functia x — x" f'(x) este continua pe [0,1] si daca
notam H,(x) o primitiva a acestei functii, urmeaza ca:
H, (x) = Ix”f(x)dx
Vom integra prin parti aceasta integrala:
1 1
H - n+l - n+l pr
n(x) n+1x (x) n+1jx f(x)dx
Apoi scriem:
1 1
I’l‘([x" (x)dx = I’lHn (x)|z) = n:l_ 1 f(l)—‘([xnﬂfv(x)dx (*)
Intrucat /' este marginitd pe [0,1], rezulticd 31 si geR ali.
A<f'(x)<u  Vxe[01]
De aici rezulta:
A" <X (x)dx < px™, YV xe[0,1]

iar daca se integreaza pe [0,1], se obtine:
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A
n+2

1
n+l pr d :u V 21
<‘([x f(x) x<n+2, n

Trecand la limitd dupd n — +oo in ultima relatie, rezulta ca:

1
lim [ x"" f"(x)dx=0
Tinand seama de acest rezultat in egalitatea (*), avem:
1

limn[x" f(x)dx = lim

n—»o 0 n—o 41

S ()= lim [ 2" f(x)dx = £ (1)

Aplicatie. Sa se calculeze:
1
lian‘x" dx

Solutie. Notam: f(x)=

1
NE +1’

Conform celor aratate mai sus:

v x€[0,1]. Evident f este de clasd C,;.

limn
n—oo

j-xn dx 1

B )=

o V%

17. Fie f:[a,b]> R continua pe [a,b]. Sa se arate ca, dacd />0 pe[a,b]
b

si Isz, atunci f'=0 pe [a,b].

Solutie. Presupunem prin absurd ca exista x, €[a,b], astfel incat f(x,)>0,
Cum f este continua in punctul x,, atunci existd o vecindtate V' a lui x,,
ai f(x)>0, VxeV. Fie >0 astfel incat [x,—&,x,+&]cV, atunci:

Xo+&

J:f(x)dx>0

iar din consecinta 1) a proprietatii (B,) rezulta ca:

b Xo+E

If(x)dxz J:‘f(x)dx>0

a

b
Ceea ce contrazice faptul ca J f(x)dx=0! Urmeaza ca,

a

f(x) =0, Vxe [a,b].
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18. Fie f, g:[a,b]—>R doua functii continue avand acelasi semn pe[a,b].
Sa se arate ca:

b
daca J-fg:O, atunci /=0 sau g=0 pe [a,b].
Solutie. Seia g= f siseaplica exercitiul 14 cu f* inloc de f.

2.4. Formula de integrare prin parti pentru integrala definita

Daca f,g:[a,b]—> R sunt functii de clasa C[‘a’b], atunci:

b

[ £(x)g' (x)dv=f

a

If x)dx

Daca schimbam: f(x)—>u(x) si g'(x)dx— dv(x),atunci formula de mai

sus se rescrie sub forma:

b b
judv = uv|z — J.vdu

a a

unde h[)=h(b)-h(a) reprezinta saltul lui A.

Exercitii rezolvate

Sa se calculeze urmatoarele integrale:
1
1. 1 =J-xe_xdx

Solutie. Se integreaza prin parti, alegand:

u=x du =dx
=
dv=e"dx y=—e"

Astfel:

P B B 1 2
0+J‘e dx=—e x(x+1) ‘Ozl——

0 e

[ =—xe
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2

2 I=

sin xdx

o t—u|x

Solutie. Se aleg:

u= x2 du = 2xdx
) =
dv = sin xdx V=—COSX
Apoi, se integreaza prin parti:
I=-x" cosxP + ZJExcosxdx
0 0
7
Pentru integrala notata J se aleg:

u=x du = dx
= .
dv =cos xdx y=sinx
s1 vom integra prin parti:

T T

™

T 2 L4 L4

J=xsinx|02 —Jsinxdxzxsinx ¢ +cosx|?
0

Inlocuind mai sus, gasim:
T

1 =(—x2 cosx+2xsinx+2cosx) LI )
0

3. 71 =j-e_&dx

0

Solutie. Se scrie integrala sub forma:

1 :.(i;\/;e\/; dx = —2_(i)‘\/;(eﬁ )' dx

s1 apoi se integreaza prin parti:

; - j-e_*/; #dx} = —2(\/;6"& + e"&)
0 X
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1+ cos2x

Solutie. Daca scriem cos’ x = — atunci integrala devine:
13 1% SRE
I=—J.xabc+—_|.xcos2xabc=—x2 +=J
24 24 47 |2 2
4 4 4
%/_/

J
unde J se integreaza prin parti cu:
{ du =dx

u=x

= 1
2v =cos2xdx y= Esin 2x

2 12 =
J=Ixcos2xdx =£sin2x —lJ.sin2xdx= ﬁsin2x+lcos2x

. 2 z 29 2 4 T

n 4 n 4
Asadar:

% 2 2
S +£=l(—8—47z+37z2)
. 44 16) 16 8

4

2
1= x—+£sin2x+10032x
4 4 8

5. Iz.[\/az —x"dx
0
Solutie. Vom face o integrare prin parti luand:

xdx
u=+a*-x* d“:_ﬁ
= a —x
dv=dx
Vv=x

a "(az—xz)—az

e
0 0 a2_x2

I=x\Ja*—x*
I=xVa* -x* ’

2
a x“dx
+I — =xva® —x*
o Jat—x
x| X e X
+a’arcsin—| — I < [==+da*-x*| +—a’arcsin=
0 al, 2 o 2 a

a 2
wa

0

1
6. I= J-x2 arctg xdx

0
Solutie. Alegem:
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u =arctgx 1+x
dv=x"dx x
y="—
3
apoi:
3 1
I=—arct x| ——
3 8 o J.1 +x’
%/_/

J
Ultima integralé se mai poate scrie:

x +1 L X2
_j 1+x '[( 1+ x> jd :?

0

iar daca Tnlocuim mai sus acest rezultat, gasim:
1

3 6
I= x—arctgx—x—+11n(1+x2) =i(7z—2+1n4)
3 6 6 , 12

1
7.1 =Ix3\/x2 +1dx

0
Solutie. Se observé ca:

x +1 xX’dx j X dx

_'[ Vx® +1 _'[\/x +1 \/x +1
Evaludm separat cele doua integrale:

I = I (x+)dx x\/x+‘—2jxxlx+dx XX +1

3|

1 ! 1
1, =Ix4 (\/x2 +1) dx=x*\x" +1 1 —4Ix3\/x2 +1dx=x"/x? +1‘1 —41
: 0 0

0
%/—/
1
Atunci, prin inlocuirea lui /; si /, In expresia lui / se obtine:

3 ! 1
=[x2\/x2+1—§(\/x2+1)} +(x4\/x2+1 _4llj<:>
0
0
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1 =%[x4\/x2 +1+x°Vx* + —%(\/xz +1)3}1 :i{(«/xz +1)3(3x2 —2)}
0
sau in final:

1=2(V2+1)

15

1
8. I= Ixz arcsin xdx
0

Solutie. Se integreaza prin parti, alegand:

u = arcsin x 1—x?
5 =
dv=x"dx X

Asadar:

1 1

3

X . 1 x’dx X
1= ? arcsin x

. 1
=—arcsinx| ——1,
3

0 3°41-x* 3 0
1
1

unde:
I = J-x2 xdx

NI

I, se obtine efectuand o noua integrare prin parti:

_ .2
uw=x {du =2xdx
xdx =
dv=

v=—l-x’
1—x?

Astfel:

I, =—x"1-x

1
+J
0

1
1 +2Ix\/1—x2dx=—x2\/1—x2
0 0

_—
J

unde:
1

Jz—j. 1-x? (—2x)dx=—§( 1-x7 )3

0

0

Astfel ca:

! 3|t
I =—x’\1-%° —%( l—xz)
0

0
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iar mai departe:

%(\/l—x2 )3

1 .
I =—x"arcsinx
3 0

1 1 1
+—xz\/1—x2 +
3 0

0

sau daca restrangem si efectudm calculele se obtine:

1
1, .o 2
+—x" arcsinx [j=———

1
11=§(x2+2) 1—x20 3 =75

9. |xtg’ xdx

O i |y

Solutie. Tinand seama de faptul ca:
tg’ x=(tg2x+1)—1 =(tgx)’ -1

integrala se mai scrie:

7[

EE ]

2

x(tgx)'dx xdx = xtgx|4—jtgxdx—7 =

xtg’xdx =

St—— N
St—— N
o'—.sm

0

L z XZ% X2 n
=xtgx|d +ln(cosx)|0 5 = xtgx—7+ln(cosx)

0 0

sau mai departe, dupa efectuarea calculelor:

P Gt I
32 2
3
10. I= je sin 2xdx
0

Solutie. Se va integra prin parti cu:

. du=e"dx
u=e

. = 1

{dv =sin 2xdx y= _ECOS 2xdx

Astfel:

o R o 3

I=——cos2x +—Ie cos2xdx =——cos2x| +—1

VA 2 . 2

—_—
[]
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In ultima integrali se alege:

u=e"

du=e"dx
= 1
dv = cos2xdx y= Esin 2xdx

Prin urmare:

z z

X 2 2
e .

I, =—sin2x

2 0

iarcu expresia lui 7, inlocuitd mai sus se obtine:

X

—le" sin 2xdx = e—sin 2x —ll
2 2

1

0

i
2

1

1= —e—cos2x +£sin 2x
2 4

_1,
4
0

> z
=££l+ezj
. S

de unde, in final, se obtine:

X

I =%(sin2x—20052x)

Exercitii propuse

1. Isin3 xdx
0
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1
5. J‘xze’&dx
0

R: 2—é
e

6. j‘\/;e"&dx

0

R: 4—m
e

7. Ixsinzxdx
0
2
R: r
4
1
8. J-\/4—x2dx
0
J3

2

xV1=x%dx

R:

—- Wy

9. a)
R:

b) |x’V1-x"dx

;ll\) Sl W | — o

x? arccos xdx

—_—
S
O ey —

Sl

x” arcetg xdx

—_
—_
—_—

23-1)7 112
+
12 6
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2.5. Alte proprietiti ale integralei definite

(R) Orice functie continua pe [a,b]este integrabild in sens Riemann pe
[a,b].

(P,) Daca fcontinua pe un interval centrat in origine [—a,a], atunci:
0 dacd f impari pe [-a,a]

Cf(x)dx = a
'[“’f( M 2J.0 f(x)dx dacid f pardpe [-a,a]
Intr-adevir, conform proprietdtii de aditivitate la interval, deducem:
[ r(ax=[ r(xas [ 7 (e
iar de aici:
0 a
[ (el = [ (=)
Apoi:
(i) daca f este impard pe [-a,a] i.e. f(—x)=—/(x),Vxe[-a,a]urmeaza ca:
[ (ke ==[ f ()
de unde:
J._aaf(x)dx = —Ioaf(x)dx+ J:f(x)dx =0
(ii) daca feste pardpe [-a,a] i.e. f(—x)=f(x), Vxe[-a,a], atunci:
I sk [ (o
astfel ca:
Ijaf(x)dx = 2I0af(x)dx
(P,) Daca feste continua pe [a,b], iar f(a+b—-x)=f(x), atunci:
b b ¢b
[ =22
Intr-adevir, daca se efectueaza substitutia:
a+b-—x=t . .dx=—dt
si se tine seama de tabelul de valori:

x|a b

t|b DN
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rezultd ca:
[P3 (eyx = [ xf (a+b-x)x=["(a+b=1)f (1)t =(a+b) [ f(t)dr~ [ of ()t
Variabila de integrare ¢ fiind arbitrar aleasa, se renoteaza cu x, astfel incat:
[P (e =(a+b) [ f (x)ex = [ of ()
de unde:
JL (o =2 [ (e
(P,) Daca f este continua pe [a,b], iar
f(a+b—x)=f(a)+f(b)—f(x), Vxe[a,b]

atunci:

ij(x)dxzb%a[f(aﬁf(b)]

Intr-adevar, daci se integreazi pe [a,b]in egalitatea din enunt:

b b
L f(a+b—x)dx=L [f(a)+f(b)—f(x)}dx
si se efectueaza schimbarea de variabila:
x—>t..a+b—x=t cu dx=-—dt,
atunci prima integrala se rescrie sub forma:

[P r(a+b-xyax={"r(r).
iar mai departe, integrala din membrul drept devine:
LA @)+ £ ()= (o= (b =a)(f (a) £ (b)) = [ f (s

Prin urmare, Inlocuind mai sus expresiile obtinute si renotand variabila de
integrare cu x, avem:

["r () =(b=a)[ £ (a)+ £ (B)] -] 1 (x)x

sau

JL £ (e =221 a)+ £ (8)]
() Daca f:[0,a]—>[0,b] continua pe [0,a] si derivabila pe (0,a) cu
f'(x)>0, vxe(0,a), f(0)=0, f(a)=b, atunci feste inversabila (/™' este
inversa) si

Ioaf(x)dx+J.:f" (y)dyzab
Intr-adevar, cum f">0 pe (0,a) deducem ca f este strict crescatoare pe
(0,a), deci injectiva, iar din faptul ca f(0)=0 si f(a)=b rezultd ca
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Im f =(0,b), astfel ca este surjectiva pe [0,a]. Prin urmare f este bijectiva
pe [0,a]. Fie f7':[0,b] >[0,a] inversa lui f, atunci daca se face schimbarea
de variabila:
f(x)zy<:>x=f‘1(y).'.dxz(f"l(y)),dy, ye[O,b]
in integrala:
Ji G
rezulta ca:
a b b
s = [ ) = )= [
Dar cum f~'(b)=a obtinem in final:
Ioaf(x)dx =ab —.[Obf"l (y)dy
adica:
I f x)dx+J. f dy ab
F,) a) J. f x)dxzj f(a+b—x)dx
b b
b) IO f(x)dsz‘O S (b—x)dx
2a a
c) IO f(x)dx =J.O [f(x)—i—f(Za —x)]dx
Intr-adevdr, pentru a) se noteazd a+b-x=t cu dx=-dt si t[b,a], astfel:

[P r(a+b=—xyix==[ f(e)r={"s(x)ix

Daca seia a=0, atunci se obtine egalitatea b).
Pentru a obtine egalitatea c) vom scrie:

2a a 2a
IO f(x)dx = IO f(x)dx+L f(x)dx
iar in ultima integrald vom efectua schimbarea:
x>t 2a-x=t cu de=dt
Asadar:

[ f (e =—[" (2a= 1) = [ £ (2a-x)ix

Inlocuind mai sus expresia gisita obtinem in final:
2a a 2a
IO f(x)dsz.0 f(x)+J.0 f(2a —x)dx
(P,) Daca fcontinua pe [a,b] si fperiodica de perioada T atunci:

If x)dx jb+an x)dx nez
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Intr-adevar, daca se efectueaza schimbarea:
x—>t..x=t+nT cu te[a,b]

integrala din membrul drept se rescrie succesiv sub forma:

J.bMTf x)dx jf t+nT)dt—j f t)dt—f f x)dx

a+nT

unde s-a tinut cont cd f'este periodica.

Exercitii rezolvate

Sa se calculeze integralele definite:

Il |x|dx

Solutie. Intrucat functia x - f(x)=|x| este pard astfel, conform proprietatii

(R),
j._11|x|dx = 2J11|x|dx = 2J:x dx = x2‘; =1
2 J‘ x’sinx 5

Solu,tze. Intrucat integrantul este o functie impara deducem ca integrala are
valoarea zero.

3. a) J._” f(x)cosnx dx
b) jjr f(x)sinnx dx
Solutie. i) Daca f este o functie pard atunci:
a) J‘_” f(x)cosnx dx = Zjoﬂf(x)cosnxdx
b) J._” f(x)sinnx dx=0
ii) Daca f'este o functie impara atunci:

a) J:f(x)cos nx dx =0

b) J:f(x)sin nx dx = 2.[0”f(x)sin nx dx

= x'sin’x
4. I #dx
“TxT +2x" +1
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x> sin® x

Solutie. Notam f(x)=————, xe|-n,7
’ f( ) xt+2x7 +1 [ ]
. x” sinx ’ .. 9 o -
Evident, f(x)=x|— " este o functie impara astfel ca, integrala se
x*+
anuleaza pe [-7,7].
Sr -
5 7-[¢ sin2x »

7 cos’ x+sinx
Solutie. Notand integrantul cu f(x), se observa ca:

sin(2x + 27[)

f(x+7r)=

cos’ (x+7r)+sin4 (x+7z)
insa
sin(2z +a)=sina, sin*(x+7)=sin*x si cos’(x+7)=cos’x

. - . NPT . 5
de unde rezulta ca, feste o functie periodicd pe intervalul [%,Tﬁ}

avand perioada principala T =7 ie. f(x+7)=f(x), Vxe [%,%{}
Mai mult,

F(x+nr)=f(x), VneZ, Ve E%’f}
Prin urmare:

I= J?f(x)dx = J‘:%f(x)dx =j0”f(x)dx

Pe de alta parte:
_ 2sinxcosx 1 2tgx 1

f(x)=

(tg*x+1) cos'x Ctgtx+1 cos’x

astfel ca, efectuand schimbarea:

x>t . tgx=t cu =dt

COS2 X

|

‘|

— &N

0
0o 7

urmeaza ca:

P !
Iz.[l—dzt tz.fl (Z ) dt —arctg(tz);

()

r
4
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Sz

6. Izjg

. a’sin’ x+b* cos’ x

sin’ x dx

Solutie. Notam:

: 2
sin” x St Sz
x)= , Vxe|—,—
f( ) a’sin® x +b* cos’ x [4 3}

Atunci:
f(x+7r) =f(x), Vx e {577[’5?7[}

Asadar:
Bl 2+ x L
T=[o s (eax=[ 2 f (o= [ 1 ()
4 4 4
insé, cum:
tg® x Sz 5w
o . v —_— —
f(x) a’tg’ x+b*’ xe{4,3}
putem schimba:
. _ _odt .
x—>t.o.tgx=t cu dx_1+_t2 si te[l,\/g]

Urmeaza ca:
B t*dt
L (t2 +1)(a2t2 +b2)
Scriem integrantul sub forma:
pel (a212+b2)+a2(12+1)—(a2+b2)

(t2 +1)(a2t2 +b2) (tz +1)(a2t2 +b2)

I =

1 a* at + b (a2t2 +l)2)—a2 (t2 +1)
=t o T T o
2+1 a+b b’ —a (12+1)(a2t2+b2)

I G S CAb ) I
R S R

24* 1 3 2a*b? 1
a-b't*+1 a*-b* P+

Apoi, integrala se va scrie:

24° Iﬁ dt 24°b* J-ﬁ dt
1 1

I= -
@ -bN Pl b AP+
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3 3

2a2b2 1act at
T brab T

2 (n =« 2ab a a
= | Z_Z |- == |arctg| =3 |-arctg| = | |=
az—b2[3 4) az—bz[ g(b J g[bﬂ
Zab V4 b a\/g
== —ab+arctg —arctg| —

-b a b

7. Fie f:[0,]] >R o functie continud. Sa se arate ca:

J‘:xf(sinx)dx = ﬂjff(sinx)dx
Solutie. Evident avem:
_[0” xf (sinx)dx = J.O3 xf (sinx)dx + J.Z xf (sinx )dx
2

Substitutia:
X—>to.x=mx—t cu dv=—dt
aduce ultima integrala sub forma:

j,zfxf(smx)dx=_j,2‘,’(;z_t)f(sm(ﬂ_z))dt=jf(z_z)f(smt)dt=
= ﬁjftf(sint)dt—jftf(sint)dt

Inlocuim mai sus acest rezultat, astfel ca:

I:xf(sinx)dx = J?xf(sinx)dx-kﬂjfxf(sinx)dx—J'O%xf(sinx)dx

2

—Larct t
a’—b* &

adica

Ioﬂxf(sinx)dx = ﬂ_[:xf(sin x )dx

Aplicatie. Sa se calculeze:

_[” xsinx
0 1+sinx

Solutie. Notam [ integrala datd. Conform celor aratate mai sus:

smx sin x
1= [ e s SR g
1+smx 0 I+sinx

Efectuam schimbarea de variabila:

2 .
x>t . tg%zt cu a’x=1 dt2 s1 te[O,l]
t
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.. < . 2t . . .
S1 ‘glnem s€ama Ca sinx = 1— 1ntegrala S€ va reéscric€ SucCes1v:

2’

o 2tdt (1+27)=(1+ ) o |prdat opodt |
1_”10(1“)2(1“2)_”!0 (141 (1+7) dt_”[jourz_jou”)z}

e

8. Sa se demonstreze ca:
J.:f(xz)cosxdx = 2_f0af(x2)cosx dx

1+¢

1 1
= ﬁ[arctgt|0 +—

Solutie. Notam: h(x)= f (x2 )cos x. Evident /4 este o functie para:

h(—x)zf(xz)cos(—x) =h(x), Vxe[—a,a]
Asadar:

I_aah(x)dx:2j‘: (x)dx = 2If cosxdx

9. Sa se calculeze:
I J~f 2x" +3x° —10x" = 7x° —12x + x +1
x> +2
Solutie. Descompunem integrala dupa cum urmeaza:

JAI 2x7 =10x° = 7x° +x 2 3x2(x4—4)+1

dx

dx + dx=1+1
X’ +2 -2 x*+2 b

1 I

Dar [, =0, integrantul fiind o functie impara, iar /, se va transforma in:

12=J._Jj{3x2(x2+2) = }dx ZU (3x +6x dx+jfxdizj—

V2
16f 7[\/5
———2+—==
} 5 4

20 T2

0

—2[§x‘ +2x ‘f+Larctgi

10. Sa se calculeze:
1

1
I cosxlnde
5 —-Xx

Solutie. Sa observam ca functia (o(x)zlni—i_—x este impard pe {—%,%}

Intr-adevar:
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atunci integrantul este o functie impara deoarece,
cos(—x)p(—x)=—cosxp(x)
astfel ca integrala are valoarea 0.

11. Sa se arate ca:

[ r(x)g(e=x)dv=[ g(x) /(- x)hx

Solutie. Aplicam schimbarea de variabila:
Xz, t—-x=z cu dx=-dz
astfel, integrala din membrul drept se va scrie

j dz I (t— )f(z)dz

12. Sa se arate ca:
Fsin”’ xdx= Fcos’"x dx
0 0
Solutie. Conform proprietatii (£,) )
Ibf(a+b—x)dxzjbf(x)dx
Pentru a=0, b =% avem:

T

Psin"’ X dx= J'Esin’" (z—x)dx = J'Ecos’" x dt
0 0 2 0
Aplicatie. Sa se calculeze integralele:

_%'2 : _% 2
1_.[0 sin” x dx le—IO cos” x dx

Solutie. Scriem combinatiile liniare:

1+J=j§dx=£

2
I1=J
de unde:
=212
2 4

Prin urmare:

===
4
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13. Sa se demonstreze egalitatile:

a) J?ln(l + tgx)dx + I;nzarctg(ey - l)dy = %an

2
T

b) J? arctg (sin x Jdx + J.OX arcsintgx dx = e

Solutie. Vom aplica proprietatea (P,)

a) Notam f: [0,%} —[0,In2]  f(x)=In(1+tgx)

Evident, f continua pe [O,%}, iar

1 V4

"(x)=——>0, Vxe|0,—

/(%) cos” x(1+tgx) [ 4)
Inversa lui feste:

v/

7o, ln2]—>[0,z}, [ (y)=arctg(ey—1)
intr-adevar, fie y€[0,In2] ai.

f(x)=y ie. y=In(1+tgx)
Atunci:

. 7
l+tgx=¢" =arctgle’ —1), VWV 0,—
+tgx=¢e" 1 x arcg(e ) xe( 4]
Mai departe:
r In2
I04f(x)dx+.f f"l (y)dyz%lﬂZ

0

Analog, functia:
7 7 .
f: {O’E} - [O’Z} f(x) =arctg(sinx)
are urmatoarele proprietati:

i) £(0)=0, f(%) -z

4
COS X v
ii) f'(x)=————>0 Vxe|0,—
) /(%) 1+sin® x [ 2)
In acest caz, finversabild si inversa ei /™' :{O,%}—{O,%} se obtine din

ecuatia f(x)=y rezolvata in raport cu x
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arctg(sin x) =y=sinx=tgy sau x= arcsin(tg y)
Conform (F,) rezulta ca:

J‘f arctg (sin x Jdx + J‘OZ arcsin (tg y )dy = % % = %
14. Sa se calculeze:

a) J.()Zln(l + tgx)dx

b) J-11r1 1+x

ln a+x
c) j
0 a? 4 x?

Solutie. a) Notam / integrala data, atunci putem scrie:

sin x 4+ cos x z ) z
I= J“‘l == - x=J.4ln(s1nx+cosx)dx—j4lncosxdx
cosXx 0 0

1

Tinand seama ca:

. T . T
SlnX+COSX—T( S—Sll’lx-i-Sll’lZcOS)Cj \/ESIII(X-sz

urmeaza ca:

I, =I()“ln(sinx+cosx)dx=Io4ln\/§dx+fo41nsin(x+%)dx=

ﬂln2+I4lns1n x+
4

In integrala din membrul drept substituim:

xzz—t.'.dxz—dt
4

Urmeaza ca:
I,=2In2+ [ *Insin| =~ |df =2In2+ [ *Incos df
8 0 2 8 0
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Inlocuind mai sus pe /, avem:
I= Jfln(l +tgx Jdx =%ln2 + .[fln(cosx)dx—.[fln(cosx)dx =%ln2
b) Schimbarea

x—>6. . x=arctgd = dx = dt2
1+6
x |o I
0 ‘0 — T
4

aduce integrala data la forma data de la punctul a)
- 7
[#in(1+1tgo)d6 = o2

¢) Se scrie mai inti integrantul sub forma

lna(1+xj
1n(a+x) a

= =lna +

a
a+x a+x a’+x° %
2
a |1+ =
a

aln(a+x) a dx 1 aln(“_z) 1
I —dlenaj. + j -—dx
0 a

2 2 2 2
a +x Ca” +x a0

asadar,

unde

Ia dx Ina xa_ﬁlna

=——arctg ™~

2 2
Ca’+x a a

X
aln(1+aj _J- 1n 1+t

a0 a 147
1+(x]
a

unde +=>. Din punctul b) rezulta:
a

0 4a

iar

1ln(1+t)
441’ =21
0 147 8

iar de aici:
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zlna 1 7« i
1= +—-—In2=—1I1 2
4a a 8 f 4a n(af)

15. Gasiti greseala care apare in urmatorul rationament:
Jtiz dx V.4 dx 7l dx

0 1+2sin®x 0 3sin’ x+cos’x Y0 coszx(3tg2x+1)

”M = Larctg(x/gtgx) " 0
0

o 3tg’x+1 3
Solutie. Cum f >0 pe (0,7)= Ioﬂ f>0! Greseala provine din faptul ca

formula lui Leibniz-Newton nu este aplicabila 1n acestz caz. Functia:
1
F(x)= —arctg(\/gx)
NE)
nu este primitiva a functiei

(%)= pe (0.7)

intrucat F(x) are o discontinuitate in x = % Intr-adevar

1+ 2sin® x

lim F (x )—hm arctg(\/_tgx)

1 V4
v v f NE) 23

1 s
lim F'(x)=lim—arct \/_ 3t arcte(—o0) = ————
iy o) =t ot (S tex) i) =7

—=arctg(+o0)

O solutie ar fi sa consideram integrala datd sub forma:

[7 1 (x)dx =1im Lz 1 (x)dx+ jz 1 (x)dx =

=0
S 1im(F(x)|2_E +F(x); J - m{%{ﬁ— gj —F(Lr gﬂ
£—>0 0 St £0 2 2
Efectuand calculele, urmeaza ca:
Iﬂ dx T T T
0 1+2sin’x 2\/§ 2\/§ \/g
O altd solutie ar fi sa rescriem integrala ca:
sz dx V4 dx s 1 ) dx

0 1+2sin*x 99 3sin*x+cos’x 0 3+ctg’x sin’x

w(otgx) dx 1 (Ctng :—%(arctg(—oo)—arctg(ﬂo)):%

o 3+ctg’x - NE)

0
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Sa se calculeze integralele de mai jos, folosind eventual proprietatea (F,):

16. Izj.fln(ctgx)dx

Solutie. Fie f(x)=In(ctgx), xe(o,%) Cu a=0, b:%

proprietate (F,) a) revine la:

z z ju
1= JOZ In(ctgx)dx = IOZ lntg(z—x]dx
iar schimbarea

Vs
x—)l.‘.z—xzt cu dx =-—dt

=

N
o N

T

aduce ultima integrala sub forma:

Ifln(tgx)dx

Astfel:

VN o

J‘fln(tgx)dx = Jfln(ctgx)dx

Pe de alta parte,
0=Inl= ln(tgx . ctgx) = ln(tgx) + ln(ctgx)

iar prin integrare de la 0 la % se obtine:

J‘fln(tgx)dx + J‘fln(ctgx)dx =0

Din (1) si (2) rezulta ca:
.[02 ln(ctg)x dx=0
= x|cosx|
——dx

17. 1=

0 1+sinx

(1)

)
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X|COSX|

Solutie. Fie f(x)= , x€[0,7]. Ludm a =0, bzg iar

1+sin® x
(- x)|cos(7r - x)|

ij(a+b—x)dx—joﬂf(ﬁ—x)dx=J:
Notam 7 —x=t¢..dx=—dt
x| o %

15—

1+sin(7r—x)

Astfel:
T t|COSt| dl‘ _ J~7z X|COSX|

I;f(a+b—x)dx=I0

Urmeaza ca:

dx = ij(x)dx

1+sint 0 1+sinx

= x|cos x| ﬂ(ﬂ'_X)|COS(7Z' x| * |cosx
I= : =j : i b 7 PR
0 1+sinx 0 1+sm(7r—x) 0 1+sinx
de unde
T ex |cosx|
[=— 4.01)6
270 1+sinx

Evaludm integrala din membrul drept:
j j _CO8X 4 —J"r cosx 1n(1+s1nx)| =
270 T+sinx 1+s1nx

Z}=£(ln2+ln2)=ﬂln2
B 2

—ln(l + sinx)

T xsinx
0 1+sin’x
. < xsinx .
Solutie. Notam f(x)=1 —, [0,7]. Atunci conform (P,)
+sin’ x

x)sin (7 —x)

Iffx)dxffﬁx)dx_([( dx =

1 +sin? (72'—)6)

sinx 7 xsinx

:ﬂJ- ———dx— | ———dt=nl -1
01+sin” x 0 1+sin’x
]I
Prin urmare:
[ = sinxdx 7z pr(cosx)dx

27 2% 2-cos?x 270 cos’x-2 4\/7 |cosx+\/7”
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B |—1J_|_|1J_| N
_ {m 1n|l+f| (\/5 1)

2

19. I =J:a(2ax—x2 )g arccos(l—ijdx

a

3
Solutie. Notam f(x)= (2ax -x’ )5 arccos(l - f), x€[0,24a]
a

Atunci:
J.:”f(x)dx =J.Ozaf(2a —x)dx
Insa:
T2 (. y % a—x
f(x)—[a (a x)] arccos( ; j
1ar

3
2 X—da

f(2a-x)= [az —(x- a)z]2 arccos
Deducem ca:

2] = ZJ.Ozaf(x)dx = J.Ozaf(x)dx+J‘02af(2a —x)dx

a

Sau

3
2= Ioza[az —(x- a)]E {arccos 47X | arccos = a}dx

a a

b
Evaluam termenul din paranteza, notat cu b:

a
b = arccos

+ arccos
a a
u v
Aplicand functia cosinus in ambii membrii, se obtine sucesiv:
. a—-x x—a
cosb =cos(u+v)=cosucosy—sinusiny = . -
a a
a—-xY x—aY a-xY a-xY
— - 1- =— —1+ =-1
a a a a
Asadar:
cosh=-1<b=rx
Prin urmare:
, 3
a 2
21 =7zj (az —(x—a) )de
0
Notam:
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X—a=acost cu dx=—asint
x| 0 2a
t ‘ T \ 0

Atunci:

3 4
T oer 7 . Ta’ ¢ .
Iz—j (az—azcoszt)zasmldtz—j sin*z dt =
290 2 J0

2
= 7a’ J‘”[I_COSZtJ dt = ”;f‘ J‘:(l—2cos2t+cos2 2t)a’t =

2 90 2
4 4 2 4
_za t|”+sin2t|”+j 1+cos4tdt _ra( .7 =37ra
8 0 o Jo 2 8 2 16
Exercitii propuse

1. Sa se calculeze urmatoarele integrale definite:
I a) [>T+ cosxdr
R: 4 2
b) [%Vi—cosxds
2
R: 4(«/5 - 1)

2. a) J‘JOOH\/I —cos2x dx

R: 20042
b) J‘;Wx/l+cos2x dx
R: 200v2

3. Sasearate ca daca f:[0,1]] >R este o functie continua, atunci:

Ioﬂf(sinx)dx = ZIO%f(sinx)dx

Indicatie. Se tine seama de exercitiul 7.
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II. Sa se calculeze urmatoarele integrale definite:

4. J._/;(xs +x° +x+1)sinx dx

R: O

57” sin2x
5. a)j — ———dx
T g sin"x+b°cos” x

1 a’+b’
R: In
[
S

= cos2x
b) _[4 2 2 2 2 dx
T g-sin“x+b”cos” x

1 V4 a
R: m{—5+(a2 +b2)arctg(zﬂ

6 T sin’ x
. a) .[o 2 2 2 2
a“sin“ x+b”cos” x

T
R: ——, a+b*#0
a(a+b)
T cos’ x
b 2 .2 2 2 dx
0 g“sin” x+b"cos” x
- daca a#b
+
R: a

/A o
—  daca a=b
a

7 4 T xdx

0 1+sinx
R: &
Jvr x dx
0 1+sin’ x
2
T
R:
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B3 +xt —6x° —4x? +2x+3
8. > dx
-3 x -4

R: 2V342mn(7-443)

L
9. [ 1= (In(1+x)=In(1-x))dx
N
R: 0
10. bmdx, a<b
a x
R:  |b|-|q|
11. Sa se gaseascd greseala in rationamentul urmator:

. 1 V4
= E[arctg(—\/g) —arctg OJ = s

0

J‘ﬁ dx —larct
o 1+x* 2 gl—x2

o 1 2 1
Indicatie. | —arctg al = | = = x#l
2 I-x 1+x

12. Sa se demonstreze egalitatile:

NG V2 J
a) IOZ Sinxza’)H—J.o2 arcsin x gy =327

4
N o
b) J.Oe clx+jl ln;dxzz

Indicatie. Se tine seama de proprietatea P,

III. Sa se calculeze integralele de mai jos, folosind eventual proprietatea

(%)
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13. 1 =Jfln(tgx)dx
R: 0

Indicatie. Se tine seama de (F,)b). Se observa ca:

Ifln(tgx)dxzjfln(ctgx)dx
si se tine seama cd In(tgxctgx)=0
14. I=Jfln(1+ctgx)dx

2

R Zin2
8

Indicatie. Se poate nota x = % —t

15. I= joza(2ax —x’ )% arccos[l —gjdx

3
wa

4

R:

16. I =J‘;(x—x2)arcsin(1—x)dx

2

9 24

17. Sa se arate ca:

J‘: (x—=1)(7—x)dx= J‘i (x+1)(5-x)dx

Indicatie. Se face schimbarea x —>¢..x=¢+2.
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2. 6. Formule de medie pentru integrala definita

(P) Daca f:[a,b] >R este o functie continud, atunci existd & €[a,b] a..

b
J, (e =1 (8)(b-a)
Intr-adevar, fcontinui pe [a,b] = f marginita si 1si atinge marginile i.e.
Im, M eR: .m< f(x)<M, Vxe[a,b]

Integrand inegalitatile de mai sus pe [a,b] obtinem:

m(b-a)< | f(x)dx<M(b-a)

sau

1 b
b—aLf(x x<M

Insa fcontinua, deci are proprietatea lui Darboux pe [a,b] 1e.

3 ée[a,b] ai. f(é):ﬁff(x)dx ]

Observatii.

m<

(1) Numarul real

[a,b].

(2) Dacd f >0 atunci existd un punct & €[a,b] a.i. subgraful lui f's3 aiba

1 .
5 j f (x)dx se numeste valoarea medie a lui f pe
a

aceeasi arie cu cea a dreptunghiului avind baza b—a si inaltimea f(&).

f(f)"% |
0 a & b x
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(Pz) Daca f,g:[a,b] — R sunt doud functii continue si g >0 pe [a,b],

atunci existd & e[a,b] al

J /(e (x)dr=1 ()], g (x)a
Intr-adevar, rationand ca mai sus:

Im, M eR ai m< f(x)<g(x) Vxe[a,b]
De aici rezulta ca:

mg (x)< £ (x)g (x) < Me (x)

apoi integrand pe [a,b]

I x)dx<_[f dx<MJ x)dx

Daca x )dx =0, atunci egalitatea din enunt are loc, V< €|a,b
[ g(xx g [a.]

b
Daca I g(x)dx > 0, atunci din ultima relatie se obtine

m S;J‘bf(x)g(x)deM

J, g™

iar mai departe, existd & €[a,b] a..

Ifg

['s
Mai mult:
[(re=r()] ¢

/()

(P,) Fie f,g:[a,b] >R integrabile cu g monotona.
Atunci:

3efab]ai [ f(x)g(x)dx=g(x)[ f(x)x+f(b)[ g(x)x

Consecinta.

Daca f, g integrabile pe [a,b], iar g monoton descrescatoare i negativa pe

[a,b], atunci:
3 & efa,b] al Lbfg = g(a)ff
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Exercitii rezolvate

1. Sa se determine valoarea medie pentru urmatoarele functii §i sa se
mentioneze punctul & corespunzator acestei valori:

a) [:[0,7] >R  f(x)=sinx
Solutie. Evident functia f (x)=sinx continui pe [0,7], deci conform (R)
existd & € [0,77] a.l.

T

COS X

f(f)zljﬂsinx dx =—

7 J0 T

2
o T

Din f((f) =%, rezultd siné& =%, iar £ = arcsin%

b) f:[O,%}—)R f(x)=sinx+cosx

. . . - T <
Solutie. Functia x — sin x+cosx este continud pe O,E ca suma de

S

. . . T
functii continue, deci exista & e {0,5} a.l.

a Vi

f(¢) ZEJ‘OZ(sinx+cosx)dx:%(sinx—cosx)k :%
De aici rezulta ca:

f(f)=i sau sin x+cosx =—
% Vs

de unde
V2 2 42 % 7z 22
—siné+—cosé =—-—— sau siné cos—+cosé sin—=——
2 2 T 2 4 4 r
urmeaza ca:
. ( ﬂj 242 V4 . 2\2
sin| {+— |=—— <« & =——+arcsin
4 V4 4 V4

(evident & <1)
T
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2. Sa se calculeze:

lim [ “ntdr

x—0 1

Solutie 1. Aplicam teorema de medie functiei
fiL 1+x] >R, f(t)=Int

Astfel:

f(§x)=%f+xlntdt

De aici rezulta ca:
1+x
[ Intdi=xIng -0 cand x>0

Solutie 2. Calculam integrala:
I+x 1+x
L Intdt=t(Int—1) " =(x+1)In(1+x)-x
Trecand la limita dupa x — 0 obtinem:

. 1+x .
lim lntdt:£1£1(}|:(x+1)ln(l+x)—x]:0

x—0J1

3. Fie f:[0.1] >R ai. 2 f(x)dx=1. Atunci existd x, <(0.1) .
f(xo) =X
Solutie. Din ipoteza J: f (x)dx = % , lar j;x dx = %, atunci putem scrie ca:

jol(f(x)—x)dxzo

Aplicim teorema de medie (F,) astfel ca 3x, €(0,1) a..

0=J-01(f(x)—x)dx=f(x0)—x0

f(xo):xo

adica

4. Fie f: [a,b] — R o functie continua si strict crescatoare. Atunci exista

un singur punct ¢ €[a,b] a.i.

["f (x)x=1(c)(b-a)
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Solutie. Tn baza teoremei de medie (P) exista c €[a,b] ai.

b
S(e)(b=a)=] f(x)
Unicitatea se probeaza prin reducere la absurd. Presupunem ca exista ¢, ¢’
c#c al

F(€)(ba)=[F(x)x si f(e)(b-a)=]f (x)r
De aici, deducem ca:
f(e)=1(c)
Pe de alta parte, feste strict crescatoare, deci feste injectiva i.e.
f(c)=f(c')=c=c" contradictie!

5. Fie f:[L3]> R, f(x)=x". Sisedetermine ce(1,3) a.i.
J, £ (e =21 (c)

Soluie. Din teroema de medie (R rezultd ¢ existd ¢ €[1,3] a..

F(e)=3 ] £ (e =3 [ e =%

26 13

6 3

Din f(c)= ? deducem ci ¢ = \/g Evident ¢ €(1,3)

6. Fie f, g:[a,b]—)]R contine pe [a,b] al.
b b
ja f - jﬂ g
Atunci dce [a,b] a.l f(c) = g(c)
Solutie. Din ipotezi rezulti ci jbl: f(x)-g (x)]dx =0. Aplicim teorema de

medie (B) functiei A= f —g pe [a,b]. Astfel:

3 ce[a,b] a.l. h(c): biaj.jh(x)dxzo

Urmeazd ca, h(c)=0,deci f(c)=g(c).

7. Fie f:[0,1]> R continua pe [0,1] a.i.

[,/(x)=%
304



Atunci:

Jcel0,1] ai. ﬁ<f(c)<2Lc
Solutie. Fie g:[O,l] ->R g(x) =1 —. Evident:
+ X
Jo £ (e = [ (s
Atunci, conform exercitiului 6,
exista c[0,1] ai. f(c)=g(c)=- L
+c

Pe de alta parte:

1 1 1
< < __

l+¢ 1+¢* 2¢

astfel ca exista ce[O,l] al.

L<f(c)<2ic

1+c¢
8. Fie f:[0,1] > [0,0) continud pe [0,1] a.i.

1 .
J-O sin f*(x )dx = %
Atunci 3¢e[0,1] al ¢’sin f(c)+sin f(c)-1=0
Solutie. Din
1 pa
J-O sin f*(x )dx = 7
rezultd, ca mai sus, ca:
i, 1
j0(51nf(x)—1+x2 ja’x: 0
Evident integrantul este o functie continud pe [0,1], astfel cd 3¢ €[0,1] a.i.
sin f (c)— !

1+c?
De aici rezulta ca:

¢’sin f(¢)+sin f(¢)-1=0

=0

9. Fie f:[0,1]> R o functie de clasa C* pe [0,1]. Atunci 3 ¢ €[0,1] a.i.
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Jo Cekie= £ (0) 2. £/(0) < 17(c)

Solutie. Se integreaza fpe [0,1] prin parti de doua ori succesiv.

[ £ (e = (x 1) £ (5)] = [ (r=1)f" () =

(o0, E L e

:f(o)%f'(o)+%j01(x_1)2f"(x)dx

In ultima integrala se aplica teorema de medie, astfel:
! 4 " ! 4 1
J.O(x—l)zf (x)dx:f (c)jo(x—l)zdx:f (c)g cu ce[O,l]
Prin urmare, exista c € [0,1] al.
1 1 ! 1 "
Jof (e = £ (0)+ = £ (0)+1"(¢)
10. Fie f:[0,1] >R declasd C' pe [0,1]. Atunci 3¢ €[0,1] a.i.

Jo (e = £ (0)+2.7'(2)

Solutie. Se integreaza prin parti functia f (x) pe [0,1]:

[ f () =(x=1) £ (x)], = [ (x=1)7"(x)dc = £ (0) = [ (x=1)f"(x) dx
Integralei din membrul drept i se aplica teorema de medie (F,), astfel ca

existd £ €[0,1] a.i.

[ty (e)ae= (&) o= () 5 =2 (g)
Inlocuind mai sus obtinem: 0
Jof (e =1 (0)+2.(€). £<[o]

11. Fie f:[a,b] >R o functie monoton crescdtoare. Atunci:

fla)=o ] f(xhie= 1 (8)
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Solutie. Cum f este monoton crescatoare pe [a,b] avem:

anSb:f(a)Sf(x)Sf(b)

Integram pe [a,b] aceastd inegalitate dubla, astfel ca:

(b—a)f(a)SLbf(x)de(b—a)f(b)

Sau

fla)ys——]" f(xpie= 1 (5)
Aplicatii. Sa se stabileasca inegalitatile:

I 2
a) lSJ.Oe" dx<e

Solutie. Notam f (x) =e¢", xe [O,l]. Evident fcontinua si derivabila pe

[0,1], iar f'(x) = 2xe" > 0, Vxe [0,1]. Deci, feste monoton crescatoare.

Urmeaza ca:

£0) <[, £ (x)v< 1 (1)

1 2
lSJ.Oe" dx<e

b) 0 SL)I(I—xZ)ndxﬁl

Solufie. Functia f(x)= (1 —x’ )n este continud si derivabild pe [0,1], iar
f’(x) = —211)c(l—x2 )n <0, xe [0,1]

deducem ca feste monoton descrescatoare. Atunci:

0<x<I= f(1)< f(x)< f(0)

iar prin integrare intre 0 si 1 obtinem:
1
< <
0< jo f (x x <1
Exercitii propuse

1. Sa se calculeze valoarea medie pentru urmatoarele functii si sa se
precizeze punctul & corespunzator:
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a) f:[O, 7z2]—>]R, f(x)=cosv/x

f(cf):—iz; §:[ﬂiarccosi2j
s pis
b) f:[LVe| >R, f(x)=sin(zInx)

larcsin&ﬂr
R

1+7

2. Sa se calculeze limitele:

a) lin(} IM eV dx
R: O

R: O
x+l smt
C lim
) x~>ooJ‘ 1 +t
R: O

3. Fie f:[a,b] >R continui a.i. 2.[hf=b2—a2,
Atunci 3 ce(a,b) al. f(c):

4. Fie f:[0,1]> R continua a.i. 3j;f:1.
Atunci  Jcela,b] al f(c)=c.

5. Fie f:[a,b] >R continua ali. f(a >0$1J‘f (t)dt <0.
Atunci 3 x, €(a,b) ai f(x,)=0
Indicatie. Din teorema de medie aplicatd functiei fpe [a,b] rezulta ca:
3&[a,b] ai.
b 1
£)dt =——
[, f (e =——f(£)<

Apoi din f(a)>0 si f(c)<0 rezultd ci existd x, €(a,c) ai f(x,)=0
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6. Fie f: |:1,€2:| >R, f(x)= me Si se determine ¢ € (1, ez) a.i.

X

J 7 (x)=

R: c¢c=n4

7. Fie f:[0,]] >R continui si Jlf x)dx:1n2.

1 ~< f(c <—

1+¢? ) e

8. Fie f:[0,1] >R o functie de clasa C" pe [0,1]

Atunci existd un punct & €[0,1] a..

Atunci 3 ce[O,l] a.l.

! _ S ) f(0) ()
o M= E e S e T

9. Fie f:[0,1] >R continud a.i.

1 a a a
J.Of(x)dx:—°+—‘+...+"7‘l+an

n+l n
Sa se arate ca existd x, €[0,1] a.i.

f(xo) =a,x, +c11)c6”1 +..+a,

10. Fie f:R >R, f(x):a0+a1x+...+anx”, acR, Vi=0,n

Sa se arate cd exista ¢ €[0,1] a.i.

=/(e)

ay
n+1

11. S& se demonstreze inegalitatile:

a) \/§<J‘;,/z—:dx<\/€

b) lé 8ﬁa’xél
5 J52x+5
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2.7. Inegalitati integrale

(1,) Inegalitatea lui Cebdsev

a) Fie f,g:[a,b] >R doua functii avand aceeasi monotonie.
Atunci:

([Lr)(['e)=e-a)] £

Demonstratie. Presupunem f, g monoton crescatoare si fie x,y e[a,b]

al. x<y.Atunci:

(f(x)=7())(2(x)-2()20, Vx,ye[ap]
f(x)g(x)+1(»)g(y)-F(x)g(y)-f(¥)g(x)=0

Se integreazé in raport cu x pe [a,b]:

[ f(x)g(x)dr+(b-a) £ (y)g(y)~g()[ £ (xhx =7 (y)[ g (x)ir=0

Apoi 1negahtatea obtinuta se integreazé in raport cu y pe [a,b]:
b b
b a I f dx+ b—a j f )dy—Lg(y)dny(x)dx—
—Lf y)dng W20

Cum integrala Riemann nu depinde de variabile de integrare, rezulta ca:

26-a)[ fe-2([ 1) 22

Jfle<to-a sz m

Obsevatie. Daca f, g sunt monoton descrescatare se schimba f, g cu —f,

Sau

respectiv —g, si se urmeaza acelasi rationament.
b) Fie f, g:[a,b] > R doua functii avind monotonii diferite. Atunci:

Jfez0-a) %

Demonstratie. Presupunem f monoton crescatoare §i g monoton
descrescatoare. Atunci functia g =—g este monoton crescatoare si aplicand
rezultatul de la punctul a) obtinem:
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] asto-a) sz
sau
A CERGRINE
de unde rezulta ca:
1T e=(b-a) s
(1,) Inegalitatea lui Young

Fie /:R, >R, o functie continua, strict crescatoare a.i. f(0)=0. Atunci:

Ya20 si be f(R,)=|a-b< [ f(x)dc+[ 17 (y)dy

Demonstratie. Notam S, portiunea din plan marginita de curba y= f(x),

axa Ox sidreapta x=a

O a X

Atunci aria(S,)= Iogf(x)dx.
De asemenea, notam S, —portiunea din plan marginitd de graficul functiei
y=f(x), axa Oy sidreapta y=>b.
Evident:
aria (S,)=[ /" (y)dy
Atunci:
aria (S,)+aria(S,)=ab+o>ab, o >0 (vezifigura)
Observatie. Egalitatea are loc daca b= f(a)

. e e . ~ 1 1 .
Consecinta. Fie a,beR si p,gq>0 ai —+—=1. Atunci:
q
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I bl —+—
(1) |a | s g

Demonstraie. Inlocuim a si b prin |a| si, respectiv [b| putem presupune

a>0 si b>0. Consideram « >0 si fie /:R, >R, f(x

)=x“. Evident f

continud si strict crescatoare cu f(0)=0. Atunci fixdnd a si b in

inegalitatea lui Young rezulta ca:

1
a b —
<| x* a
ab_j0 X dx+IO yedy
1
unde f7'(y)=y“ este inversa functiei f(x)=x".
Urmeaza prin integrare:

1
a+l ;“
a b
ab < 1+ ]
a+l i
o

Dar din ipoteza 0<l<1 si 0<l<1 rezulticd p>1si g>1
p q
a = p-1, apoi:
l+1=L+1=L
a p—1 p—1

Insa l-‘rl:l si obtinem p =9 astfel ci:
P q q-1

(1,)Inegalitatea lui Holder

*)

. Notam:

Fie f,g:[a,b] >R doua functii integrabile si p,q R’ cu LY

Atunci:

1
g|q )3

fl<([ ) (1
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Demonstratie. Daci jb|f|p =0 sau jb|g|p =0 rezultica f=0 a.p.t. sau

lg|=0 a.p.t., deci |fg|=0 ap.t. Vom presupune Lb|f|p >0 si Lb|g|q >0,
Notam:
e Ul
(L) (L)

Atunci, utilizand inegalitatea (7,) pentru:

aﬂ<—+ﬁ—q
p q
obtinem:
lel LT - Iglq

1
(L) (
de unde, prin integrare rezulta:
L [l
1 = ab P + ab q
g|q)q p[ 1" 4 lg

fr?)i(ff
i g (e (o ()

(1,) Inegalitatea lui Cauchy-Buniakowski-Schwartz

3

sau

Consecinte.

Daca f,g:[a,b] >R integrabile pe [a,b], atunci:

L=l

Demonstratie. Fixam f=q=2 1in inegalitatea lui Hélder a.li.

J, 72 Sfflfg|s(ffz)i(ﬁgz)§

(I,) Daca f:[a,b] >R integrabild pe [a,b],atunci:

s(b—a);(jj|f|p); .
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Demonstratie. Alegem ¢ =1 in inegalitatea (7, )
1 1 1
LD (L) =(Lur ) o-ap

(1,) Inegalitatea lui Minkowski

Daca f,g:[a,b] > R integrabile si p>1, atunci:

1 1

(J‘I’ f|p)p +(J"’ g|17)p
Demonstratie. Daca p =1, atunci evident:
b b b
Llreel<f 171+,

b .. . - -
Daca L | f+ g|p =0, atunci inegalitatea se pastreaza.

reaf) <(f

g

Presupunem p >1 si Ib|f+g|p >0 . Atunci:
gl <|f+gl | +el <Al + el +el s + el

Apoi prin integrare obtinem:
7wl <[t g™+ [lel1r+ef™ *)

Pentru integralele din membrul drept vom aplica inegalitatea lui Hélder:

Plelre e <(er V(1

respectiv
1

[lellr el < (el ) ([]

f+g );
Astfel, inegalitatea (*) devine:
1 1 1
Ij|f+g|p S(Ij|f+g|(p_l)q)q [(,[j f|p)p +(Lh g|p)p]

A .1 1 o« . 9
Insd, din —+—=1 rezultaca (p-1)g=p, asaca:

[rest ol If|f+g|p); L( [Urr )zlr #([ler )J

sau mai departe:

1
rreff,
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q

1
p\p
b

1

g|p ); -

b - b - b
(et ) <[00} +(1
iar in final, cu 1—l = l, obtinem:
q9 P
1 1
(el ) <[} +(
Consecinta

(1) Trof <[ +|[

. . |
Demonstratie. Se ia p=-in (I,) w

g’

(Iy) Inegalitatea lui Jensen

Fie functiile f'si ¢ definite prin compunerea:

/

[a,b]—L>[a, f]—L—R
cu f integrabild pe [a,b], iar ¢ convexa si continua pe [«, /], atunci
pentru Vn>1 definim sirul de diviziuni echidistante (A, ) , avand temenul

general:

n

si punctele intermediare (fzf )1<k<

& =z[a+5(b—a)jk

n

Atunci:

=b_a—>0, (n— )
n

A

n

iar
o, (f,f”):%zn:f(cH%(b—a)j—)biajjf, (n—w)

Pe de alta parte, ¢o / este integrabila pe [a,b], astfel ca

Oa, (€0°f,§n)=¢[%if(a+%(b—a))jaﬁﬁgpof (n—)oo) (*)
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Din faptul ca functia ¢ este convexa pe [a,b] i.e.

vx, e[a.b] qo(%zi:xiJS%Zqo(xi)

Prin urmare:

(l?(%kzn;f(a +%(b—a)DS%an:(¢of)(a +%(b—a)j, Vn>1

=1
Trecand la limitd in ultima inegalitate si tindnd seama de (*) si de faptul ca
@ este continua, rezulta ca:

| I 1 b
< o
(p(b_ajafj [, 0/
Observatie. Daca ¢ este concava atunci inegalitatea lui Jensen devine:
| 1 b
> o ]
(p(b—a-[”fj b—aJ.”(p 4

Consecinte.

(/)Fie I,J cR doud intervale si I—L—>J—2>R cu f local integrabila
(i.e. f integrabila pe orice compact K < /), ¢ convexa si continud. Atunci:
| B 1 b
Ya,bel, a<b avem < °
(p(b—aj.“ fj b—a'[“ ool

(@i)Fie I,JcR i I——>J—2>5R cu f local integrabila, iar ¢ de clasa
C*(J), cu ¢">0 pe J (respectiv ¢"<0 pe J). Atunci, Va, bel, a<b
avem:

1 o 1 b
co(b_afafjﬁb_afa(pof (a)
respectiv
1 (0 1 b
w(b_ajafjsb_aja(pof ()

(iii) Fie I <R uninterval si f:7 — R local integrabila si strict pozitiva.
Atunci Va,bel, a<b are loc inegalitatea:

salmren(i L) @

[r=p-ay(J's) ®)
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Demonstratie. Prima inegalitate se obtine aplicind consecinta (i) (b)
pentru f si functia convexd ¢(x)=Inx, xeR . m
. . . - 1 .
Pentru a doua inegalitate se alege functia convexa ¢(x)=—, VxeR]
X

(iv) Fie IR uninterval si f/:7— R local integrabila si nenegativa.
Atuncit Va,bel, a<b, V p>1 (respectiv 0<p<1)avem:

b

ey
Respectiv:
R ®

Demonstratie. (a) Aplicam consecinta (ii) pentru f si functia concava
p(x)=x", xeR,, p>1

(b) Se alege functia convexa
go(x)zxp, xe Ri, p E(O,l) [ |

Exercitii rezolvate

1. Fie f:[a, b] — R continua si monoton crescatoare. Atunci:

a+b
J. xf j f x)dx
Solutie. Daca a—b sau f este constantd, atunci are loc egalitatea.
Presupunem a<b si f neconstantdi pe [a,b]. Consideram functia

g(x)=x, xe[a,b]. Atunci f'si g sunt monoton crescatoare pe [a,b] si din
inegalitatea lui Cebdsev (I,) rezulta ca:
J‘bf(x)dxj‘bx dx < (b - a)jbxf(x)dx

sau
b -a’

J-jf(x)dx < (b - a)_[jxf(x)dx

Impartind cu b -« ultima relatie deducem ca:

ijf(x)dx >4 ;bjjf(x)dx

2. Fie f:[a,b]> R, continua si derivabila cu f"<0 pe [a,b]. Atunci:
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J‘ I x)d < b+aJ~ de
X
Solutie. Sa observam ca:

(f(x)]' (x-S (%)

>0

2
X X

deci M

este monoton descrescatoare. Utilizand inegalitatea lui Cebasev
X

pentru functiile M si x avem:

_[f )d fo d< L—dxfxdx—

a

I dx = b+aI f(x)dx

a X

3. Fie /:R—> R o functie continud $i monotona. Atunci:
Ya>0 I_a xf(f(x))deO

Solutie. Cum f este monotona rezultd cad fo f este crescatoare. Se aplica
inegalitatea lui Cebdgsev pentru functiile x si f'o f:

[" 5 (F()iez [ £ (£ (x)]” x dr=0
4. Sa se arate ca:
J‘:\/ex —ldx + I:ln(xz + l)dx > e’

Solutie. Se aplica inegalitatea lui Young functiei:
R, >R, f(x)= ln(x2 +1)dx . Evident f'continua pe R, si

2 * . . - . .
f'(x)=— al 7> 0, VxeR,, deci fstrictcrescatoaresi f(0)=0. Atunci,
X+

f inversabila cu
f"l(y)zx/ﬁ, vy =0
1ar
J.;\/ﬁdy+fjln(x2 +1)dx>¢€?

Schimband y cu x in prima integrald obtinem inegalitatea din enunt.
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5. Fie f:[0,2]—>[0,2], fcontinua, bijectiva cu f(0)=0 si f(/(x))=x,
Vx €[0,2]. Atunci:

I:f(x)dx >2

Solutie. Din ipotezd, deducem cd f este strict crescatoare. Astfel,
f(2)=2.Din f(f(x))=x, Vxe[0,2] obtinem f(x)> /" (x), iar daca se

integreaza pe [0,2] aceastd inegalitate, rezulta ca:

Iozf(x)dx > .[02 ! (x)dx

Pe de alta parte, din inegalitatea lui Young aplicatd lui f pentru a=b=2

rezulta:

4< Jozf(x)dx+J02f"l (x)< 2_[02f(x)dx

adica

J‘:f(x)dx >2

6. Fie f, g:[a,b] > R integrabile. Atunci:

ij(x)g (x)dx

< \/J-:f2 (x)abc\/"jg2 (x)dx

Solutie. Recunoastem aici inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwartz. Vom

da o altd demonstratie.

0< _[b(f(t)—xg(t))zdx =jbf2 (t)dt—Zbef(t)dt.[bg(Z)dt+x2Ibg2 (¢)dt, VxeR
Inegalitatea este satisfacutd pentru orice x € R, dacd discriminantul

ecuatiei de gradul doi atagat, A <0 adica:

(1) - I 7 e <0

De aici deducem ca:

(1) <[ ] e

sau sub alta forma:

=\l
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7. Fie f:[a,b]> R o functie integrabila. Atunci:

(jb 7 (x)sinx dx)2 +(jb £ (x)cosx dx)2 <(b-a)[" S (x)ix
Solutie. Daca f, g:[a,b]—R integrabila atunci:
() <[

Prin urmare, dacd aplicdm inegalitatea de mai sus integralelor din membrul
sting, vom avea:

(ij(x)sinxdx) J. 72( dxj. sin’ x dx

(I:f(x)COSde) I A dxf cos’x dx

Adunam termen cu termen aceste inegalitati:

(J-:f(x)sinx dx)2 +(J-:f(x)cosx dx) j f dx (J.:sin2 X alirLbcos2 X dx) =

= J‘:f2 (x)dx_[:dx =(b—a)ij2 (x)dx
8. Fie f:[0,1] >R o functie de clasa C' a.i. f(1)- f(0)=a’. Atunci:

! ’ : 2
IO(_f (x)) dx>a
Solutie. Se aplica inegalitatea lui Cauchy (I;) pentru functiile f'(x) six
continue si strict crescatoare

[ (7)) de=[ ((x)) - Pax ( [ f’(x)dx)2 = f(x)] =a’

9. Sa se determine functiile continue /:[0,1]—> R care satisfac conditiile:
i) I f dx c
ii) I f dx c’ ( c>0)
Solutie. Pentru simplitate vom scrie:
e=[ir7 st =
Cu inegalitatea (I,) rezulta ca:
4 2 2
LS AL ) e ==
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Pe de alta parte

2 1 2 1 2 1 1 1 2
(@) =) <(frr) < fr=(lr) =<
Prin urmare, am obtinut inegalitatile:
> <’
adicd ¢*=c’, deunde rezultd c¢=1. Din conditia /) deducemca f* =k
k =const., adica f(x)= Jk.

10. Fie f:[0,1]]> R o functie continua. Atunci:

(J-Ol xzf(x)dx)2 < %J.Ol X’ f? (x)dx

Solutie. Se aplica inegalitatea (/;) pentru integrala din membrul stang:
2 2
(J.Ol xzf(x)dx) = (J.;x(xf(x))dx) < J-Ol x dx - J-Ol X’ f? (x)dx = %J-Ol X’ f? (x)dx
Exercitii propuse

1. Sa se arate ca daca /:[0,1]— R este o functie continua si monoton
crescatoare, atunci:

I(jxf(x)dx Z%J;f(x)dx

Indicatie. Se aplica exercitiul I din paragraful anterior pentru a=0 §i b

2. Sase arate ca daca f:[0,1]—>[0,0) este o functie derivabila cu f'<0

[0,1], atunci:

[ (a2 [ 5

=1.

pe

Indicatie. Lafel, seia a=0 si b=1 in exercitiul 2 de la paragraful anterior.

3. Fie f:R —> R continud si monotona. Atunci:

I_llf(f;(x)) >0

4. Sa se stabileasca inegalitétile:
7 2
1 ) ) V4
a) IO arctg”x + jo tg/x dx > 3

Jz

N3 1
b) jo 2 sinx’dx + .[02 arcsin x dx > e
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Indicatie. Se aplicd inegalitatea lui Young pentru

a) f(x)=arctg’ x b) f(x)=sinx’
5. Sa se stabileasca egalitétile:

a) J‘fln(l +tg X )dx + jolnzarctg(ey - l)dy _Zn2

2

b) J.OE arctg (sin x Jdx + J.OX arcsin (tgx)dx = %

Indicatie. Inegalitatea lui Young devine egalitate pentru b= f(a)

6. Fie f:[0,a]—[0,b] o functie continua si bijectiva, f(0)=0 (a<b)
Daca f(f(x)) >x, Vx[0,a], atunci:
a ab

IO f(x)dx > >
7. Sa se demonstreze inegalitatea:

“1 smx j +(J-1 cosxj dr < T+2

01+x° 01+x 8

Indicatie. Se foloseste inegalitatea lui Cauchy—Buniakowski—Schwartz si

se tine seama ca :
J‘l dx  7w+2

¢ (1 +x° )2 8
8. Fie f:[0, ] >R o functie de clasa C['O”, monoton descrescatoare cu
f(1)=f(0)=e. Atunci:

J‘ 2 (x)dx>é’

Solutie. Aplicam inegalitatea (1) si apoi se integreaza prin parti:
I X f7(x)dx j (xf( )) -12dx2(.[;xf'(x)dx) =(xf(x)|:] —j;f(x)dx) =
=(f()-£ ()
unde £e[0.1] ai. [ f(x)dx=r(£)

Mai mult, feste strict crescatoare, iar f(1)—f(0)=e, deci

F)-£(8)2 £(1)- £ (0) =
Astfel:

J‘; X f7?(x)dx>é
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2. 8. Formule de recurentd la integrala definita

Exercitii rezolvate

1.1, =Ileln”xdx, neN

Solutie. Vom efectua o integrare prin parti alegand:

n—1

u=In"x du:nln xdx

= X
dv=dx

y=x
Astfel:

e e 1 e

I, =xIn" x| —njl x-—In"" xdx=xIn"x| —nl,_ =e—nl,_,

X
Prin urmare:

I, EJ.leln”x dc=e—-nl_,, nx1

Aplicatie. Sa se calculeze:
I, = j]gln3 X dx
Avem:
1, = J‘leln0 xdx = x|f =e-1

e e e 1 e
I, =Jl Inx dx = xIn x|, —fl x-;abc=x(1nx—l)|1 =1
I, =J.lelnzxdx=e—211 =e—2

I =Ileln3x dx=e-3I,=e—3(e—-2)=6-2e
Observatie. Din relatia de recurenta putem obtine termenul general /,. Se
pot scrie succesiv relatiile:

I, =e—nl _,

I  =e— (n - 1)In_2

I,=e-1
Inlocuind de jos in sus valorile gasite pentru 1,,7,,...... obtinem:
1, =e—ne+n(n—1)e—n(n—1)(n—2)e+...
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et (=1 n(n=1)..3-2¢+(-1)"n!  VneN

1
2.1, = on e“dx
Solutie. Alegem:

u=x" dv =nx""dx
=
dv=e"dx y=e"

si integram apoi prin parti

1 1 1
-1
- n_[ x"e'dc=x"e"| —nl,_ =e—nl
0 0 0

_.n _x
I, =x"e
Prin urmare:
o
I, EJ‘O x"e‘dx=e—nl

n—-1°

Vn>1

Din relatia de recurenta se obtine analog formula generald de calcul pentru
I, VneN:

no

I, =e—ne+n(n—1)e—n(n—1)(}1—2)e+...+(—1)"71 n(n—l)...3-2€+(—1)" n!

3. In’az.l.lexaln"xdx, VneN, VaeQ\{-1}

Solutie. i) Pentru a =-1 integrala devine:
e 1

L=

el 1

I —In" x dx = In"" x
I x n+1 n+1

ii) Pentru a # -1, functia x — x“In" x este continua pe [1,e] iar o primitiva

a acesteia este (vezi exercitiul 3)

a+l

F(x)="—n"x-———1_, Va1

a+1 a+1""
Prin urmare:
a+l a+l
X e n e n
I = In" x| — = ——1I1 , Vn21l, YaeQ\{-1
" a+1 Vgl " o+l oa+l M Q{ }

Aplicatie. Sa se calculeze:

I]ei/; In? xdx

Notam / | integrala din enunt. Atunci, conform exercitiului 3 de la
2,

3
paragraful 1.4, avem:

=[x ax= 23
0.3 1 3

4
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e

_3.
_46\/2

16

]11 :J‘fi/zlnx dxzii/xi“(élnx—lj
3

1

I 1:ri/;lnzxdxzﬂi/?(lnzx—§lnx+2) :i(Sei/g—9)
27 1 64 3 32

1

a

4.1, = J‘Ex" sin x dx
0
Solutie. Vom integra de doua ori prin parti. Alegem mai intai:

u=x" du =nx""'dx
. 3
dv=sinx dx y=—cosx dx

Apoi, se scrie:
T

s
Y 2 n-l1
I ==x" cosx|(§ +nJ.2x" cosx dx
0

Mai departe, cu

=" du=(n-1)x""2d
{u X j{ u (n )x X

dv=cosxdx |v=sinx

Obtinem:

z 1 z )
I, =—x"cosx|2 +nx""sinx|2 —n(n —I)J-2 X" sinx dx

0 0 0

%{_/
11172

Le.

n—1
In=n(%j —n(n—l)ln_z, nx2

Aplicatie. Sa se calculeze:
J.OE x” sinx dx

Solutie. Notam I, si respectiv 7, integralele din enunt. Atunci I, si /, se

calculeaza din definitia lui 7

n?

iar 7, si I, cu ajutorul relatiei de recurenta.
pa

. T
10:I2s1nxdx:—cosx| =1
0 0
z LA z z
I, =J02xs1nx dxz—xcosx|g +j02 COSX dxz—xcosx|02 +smx|g =1

1
L =2(%) 2, =12
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2
g:s(%j —3-2-11=%(7rz—8)

T

5. I,,=J.fsin”xdx, neN

Solutie. Din exercitiul 12 paragraful 1.4 avem

1 et & n—1
I, =——cosxsin x|2 +—1 ,, n22
n 0 n
adica
n—1
In:T[n—2’ Yn=>2

Aplicatie. Sa se calculeze I, si I, plecand de la formula de recurentd

obtinutd mai sus:
Solutie. Observam ca:

Vs
I ==
)
I, =J?sinx dx =—cosx|2 =1
1 Vs
[ =—] =2
2 2 0 4
3 2
[,==1 ==
23
3 RY/4
I,="1="
Y47 16

Observatie. i)pentru n=2p, peN relatia de recurentd devine:
_n-ln-3n-5 31, _13:5.(2p-1) (2p-1)x

1,=1 —_—. =
" n on-2n-4742" 246-..2p (2p) 2

i) pentru n=2p+1, peN analog:
. _2:4:6-(n-1)  2.46..2p _ (2p)!
no e 3-5-7-..on 1:3:5-7-..-(2p+1)  (2p+1)1¥

6. J =f”xsin"xdx

n 0
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Solutie. Notam f(x)=sin"x, xe€[0,7]. Atunci fcontinua pe [0,z] si

f(x)=f (7 —x). Conform paragrafilui 2.5 rezulta ca:

Ioﬂxf(x)dx = %ij(x)dx =%Kﬂ

unde

a
5. z .
K, =I2 sin” x dx+J‘,, sin” x dx
0 i
2

iar daca in ultima integrald schimbam:
X—>t..x=mr—t cu dx=—dt

T
x? T
tr T~
2

atunci:
. z
I,, sin” x dx = .[02 sin” x dx
2

Astfel:

K, =2[?sin"x dx =21,

unde 7, = J'O5 sin” x dx este calculat la exercitiul 5.
Prin urmare:
J, = J'”xsin" xdx= ﬂ_fisin" x dx
0 0
Aplicatie. Sa se calculeze:
J, =Lﬂxsin3x dx
Solutie. Avem

z .
J, =7r_[0 sin’ x dx=rxl, ==
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Z sinnx J-% cos(4n+1)x .

7. a) [nZJ.Z_—dX, an
0 sinx 0 COoSX
b)lim7,,

limJ,
n—>0

Solutie. Sa observam, mai intdi, ca:

I =J%Sin(zn+1)x_sm(2n_1)xdx=I%Ma’x:
et manet o sin x 0 sin x
z 1 . z
=2chos2nxdx=—sm2nx|2 =0
0 n 0
Astfel:
Vi
12n+l :I2n—l :[3 211 :E
Intrucat:
I = %_ds%nx xzj-%d)c:Z
0 sinx 0 2
Pe de alta parte:
Zsin(2n+2)x —sin2nx Z2sinxcos(2n+1)x
[2n+2 _I2n ZJ-Z ( ) dx:_‘-z : ( ) dx =
0 sinx 0 sinx

= 2n+1sin(2n+1)x|05 =

Deci pentru ke N,
Ly —1y = .
2k+2 2k 2k + 1
Dam valori lui £ =1,2,...,n s1 adundm termen cu termen egalitatile obtinute

, keN

1, -1, =—§-2
1
16_14:5'2
-1)"-2
; (-1
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Insa

I% I cosxdx =2
0 sinx 0
Asadar:
n—-1 ( _ k
I2M—2+2(——+——l+ (-1’ ! J:2+ (=)
2n+1 o 2k+1

Daca schimbam »n — n—1 gésim in final:

n—-1 ( _ k
IZMCZ —2(1—1+l— (1) ! ):2 (=)
0 sinx 3 5

Pentru a evalua integrala J, sd observam ca:

2sin£cos(4n +1)£
2dx=

Zsin(2n+1)x—sin2nx z
12n+1 _]211 = _[02 ( ) dx = 02
Stx 2sin£cos1
2 2
(4n+1)x
7 COS
_[2 2 b
0 X
Ccos—
Se schimba
X
X—>t..—=t
2
si se obtine
cos 4n +1)x
L. -1, = 2]4—)dx 2J,
COS X
Astfel
4 :O 2k +1

Evaluam suma

S, Z 2k+1

k=0
Din binomul lui Newton
(a+b) =zn:Cfa”’kbk
k=0
pentru n—>«a, a=1, b=x, obtinem:
ala-1) , a(a-1)(a-2) ,

a ko _ “
(1+x) —;Cx 1+1'x+ X x°+ 3l X

+...
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a(a—l)(a—2)...(a—k+l) k

ot x
k!
apoi, pentru ¢ =-1 $i n—> oo
L=1—x+x2+...+(—1)"x”+..., VxeR

1+x

iar dacd se schimba x — x> si apoi se integreaza, gasim:
3 5 2n+1
X X n
arctgx = x—?+?—...+(—l)

+..., VxeR

2n+1
sau

2n+l1

arctg x = 2(—1)“ 2xn T VxeR

Seria astfel obtinuta este convergenta conform criteriului lui Abel pentru
Vx e R, astfel ca daca se alege x=1 se obtine evaluarea:

- P | T
-1 =
Z( ) 2n+1 4

n=0

Prin urmare:
lim 7 =1im2("i(—1)" 1 j:ﬁ
R 2k+1) 2
iar

8. a)l, =J.01x” sin (7zx)dx

b) lim7,
n—x0
Solutie. a) Mai Intai sa remarcam faptul ca:
0
. COSTTX 2
Iozj sinzxdx =— =—
0 T |, 7«

iar

L. X 1 Lo 1
I, =I xsinzx dx=——cos;rx|0 +—I cosx dx =—
0 V4 w0 V4

Pentru a determina relatia de recurentd a lui /, vom integra de doua ori prin
parti. Astfel:

n n—1
X onel o, I n|x" . 1 on—=1p¢p .,
[n=——COS7Z'x|O+—J. X" cosmx dx=—+— —sm7rx|0—— x""cosmx dx
V.4 0 T | T 0
0 11172
Prin urmare
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I =l—"("—2_1)1n_2, Vn>2
T T

Daca schimbam » — n + 2, atunci:
1 (n+1)(n+2
]n+2:__( )(2 )In
T w
De aici rezulta pentru n=0 §i n=2
12, 1 4
1 12 1 12 48
Li=———hL="-—+—
T T T T T
b) Daca 0<x<l1, atunci sirul (x”) | este strict descrescator si

nz

0<sinzx <1. Mai mult:
. . l . 1 .
x"sin7zx > x"' sin rx = jo X" sinzx dx > .[0 X" sin zx dx

sau
I

n+l

<Il,, Vnzl
ceea ce inseamna ca sirul (/,) _ este strict descrescator. Insa, pe de alta

parte:
0<x"sinzx<x"—>0 (n—>o)

iar prin integrare rezulta ca:

<1

O<[ﬂ<j;x"dx= "
n+

adica sirul (/,) _ este marginit. Trecem la limitd in inegalitatea:

0<1I, <

n+1
st deducemca lim/, =0

n—0

T

9. I = J?sin" X dx

Solutie. Scriem mai Intai integrala sub forma:

T

27 ' el |2 22 . 2
I =—| sin" x(cosx)dx=-cosx-sin"" x[2 +(n—1 cos x-sin" " x dx=
n 0 o 0

=(n- 1)J‘05(1 —sin’ x)sin"’2 xdx=(n-1)1,_,—(n-1)I,
De aici rezulta ca:

=" st
n

n
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2
10. 1, =J. cos”" x dx
0
Solutie 1. Se integreaza prin parti
2n-1

2 o 2z 2n—1 . 2z
I”:.[o cos xabc=j0 cosx-cos™" x dx =sinx-cos x|0 +

=(2n— I)J.:”(l —cos’ x)cosz”’2 xdx=(2n-1)1,_,—-(2n-1)1,

Asadar:
2n—1

[ ==—"1 ,
n 21’1 n-2
De aici rezulta ca:
2n—1 2n-3 531 1-3-5-...-(2}1—1)
I = : ST —1, = 1
2n  2n-2 6 4 2 2-4-6-...-2n
Dar I, :J.Oz”dx =2, astfel ca:

1-3-5-..-(2n=1) ,_ (2n-1)1
I, = 27 =
2:-4-6-...-2n (2n)1!
Solutie 2. Dupa cum stim:
e” =cosx+isinx, VxeR (i:\/jl)

Vn>1

2z

De aici rezulta ca:

eix + e*ix . . (eix + eiix)
cosx=——— sl cos™ x = -
2 2

2n

Dezvoltam dupa formula lui Newton

COSZn X = 1 ick (eix )2n—k (e—ix )k _ 1 ick eZ(nfk)ix
T A2n 2n = A2n 2n
27 27

Apoi scriem prin integrare:
2z 1 2” 27 n—k)i.
J‘O COSZn X dx :cmzkn J.O 62(1 k)xdx
k=0

unde pentru n#k:

J‘Z”ez(n—k)ixdx _ 1 .ez(n—k)ix i _
0 2(n - k)l 0
iar pentru n=k
T Vs 2 !
Iz cos™ x (,17)C=L211C2",1J‘2 dv =272 (21) -
0 22n 0 22n (n')Z
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(2n) (2n-1)! __ 1-3-5-.-(2n-1)

> V4 Vn>1
(2"”!) 2:4.6-...-2n

=27

b

11. 1, =J.:(a2 —xz)ndx, neN

Solutie. Daca dezvoltam sub integrald dupa formula lui Newton

() =S et

sl apoi integram termen cu termen se obtine

2n+k+1

L= (-1)Cla> [t = 3 (-1)ct ‘;k =

k=0 =0
Evaluarea sumei este destul de incomoda. Vom proceda la o cale mai

directa, integrand prin parti, scriind in prealabil integrala data sub forma:

I = Ioa(az —-x’ )H (a2 —-x’ )dx =a’l, - Ioax(a2 -x’ )Hx dx
Alegem
{u —x du =dx

dv= (a2 —x’ )n_l x dx - v= J(a2 -x* )Hx dx = —%(a2 —x? )n

Apoi scriem succesiv:
2 a

X n

I =a’l _, +—(a2 —xz)
2n

. —% :(a2 —xz)ndx

1
I,=a’l,_ ——1I,

2n
De aici se obtine relatia de recurentd pentru 7,
2
[ =a—_1 ., VnxI
2n+1

in plus, S€ poate scrie ca:
n - "
1n=(a2) 2n 271 2% 0—a2”” (27’1)
2n+1 2n-1 " 3 (2n+1)!!

unde /7, =a

12. Calculand in doua moduri integrala:

.[01(1 —-x’ )ndx

sa se arate ca:
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1 2 3 n "
-5, 6 6 +ot+(-1) G _ (2n)"
305 7 2n+1 (2n+1)!
Solutie. Din exercitiulll, pentru a =1 rezulta ca:
n I
Il(l—xz) dx:—(Zn)
0

(2n+1)

Pe de alta parte, utilizand formula binomiala a lui Newton:

.[01(1 -x )ndx = J:(l —Cx* +Cx —Cox* + .. +(-1) Cix" )dx

sau

et (-1
3 5 7 " +( ) 2n+1

oo 55 ]

=1--C +1Cj —lcj +.+(-1)"C
3 5 7

13. Sa se calculeze integrala:
H, =J.Esin"’ X dx
0

prin reducere la o integrald binoma.
Solutie. Substitutia:

xX—>t..cosx=1t §1 —sinx dx=dt sau dx=— dt =
1-t

T

x|0 7

aduce integrala data la forma:

1 modt 1 mT
H I ( —sin X) dxzj‘o(l—tz)ZEZJIO(l—tz) dt=1
Insa din exercitiul 9, cunoastem rezultatul:

I, =I;(1—t2)ndt= "_lfn_z, Vn>1

n
astfel pentru n = m2_ i.e. m=2n+1 rezulti:
2’"_1 m—1 m—1
Hm =1m—l = 21 Im—l z_lm—3 :_Hm—Z
2 oMzl gy o om oom
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Prin urmare relatia de recurenta pentru integrala data este:
z . -1
H, E.[Z sin”x dx :m_HM
0 m
i) dacd m este impar, atunci formula de recurenta se reduce la:
-1 m- 2 m—1)!
_m=l m-3 2 (m-]!

H

m

m m-2 3 m!!
intrucat le.[fcosx dx=1

ii) daca m este par, atunci analog:

_ —13). .3. —_1\n
H :(m 1)(m 3) '3 I.Hoz(m 1)..£
m(m—2)-...-4-2 m!l 2

unde

H, =J‘5dx=%

4. 1,, = J‘; x"(1-x)"dx, mneN
Solutie. Integrand prin parti considerand:
n—1
{uz(l—x)n a’uz—n(l—x) dx

= xm+l
dv=x"dx y= dx
m+1
Astfel:
1 1 nl 1 1 n-1 n
=—x""(1-x) | + X" (1=-x) dx=——
" mr] (1=x) 0 n+1'[0 (1=x) n+1 "

Am obtinut formula de recurenta:

I, ,= jolx’” (1-x)"dx =

metnts VREN, n21
m+

Aplicand succesiv aceasta relatie putem scrie ca:

n n(n-1) ; o n(n—l)...[m—(n—l)]

[ = 1 = =..=
L R (m+1)(m+2) e, (m+1)(m+2)...(m+n+1) 0

Insa:

xm+n+1 |] 1

1
m+n
]m+n,0 :J- X dx: =
0 m+n+1|0 m+n+1

De aici rezulta ca:
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n(n—l)(n—2)-...-3-2-1 m'n!

mon _m(m+1)(m+2)‘---'(m+”+1)_(m+n+1)!

15. Fie 1, = [ —dx
01+ x

a) Sa se studieze convergenta sirului (/,) _ si sd se calculeze lim/,

b) Calculand efectiv integrala sa se arate ca:
1—l+l—l+...+(—1)"l+...:ln2

2 3 4 n

Solutie. a) Evaluam diferenta:
ntl _ .n x" x_l
1, = [ (D)
0 T+x 0 1+x
Intrucat pentru x e [0.1], 1—x< 0, deducemca 7, —1, <0 i.e. sirul
+x

(a,) ., este descrescitor. Mai departe avem:

0< ——ln2 Vn2>1
°1+x 0T+x

rezultd cd sirul (/,)  este si marginit. Astfel sirul (/,)  este convergent
ie. 37€[0,In2] ai. lim7, =7 Insi:

n—>0

n+l n
Loy =1 =Ilud = de Ix”dx:
" Todo 14 x 0 1+x 0

n+l

astfel ca daca se trece la limitd dupd n — oo in ultima egalitate, obtinem:
I=limI =0

n—>0

b) Pentru a calcula integrala vom utiliza identitatea:

1-(-1)"x"

_1_ 2 .3 I R e R G A B |
e =1l-x+x x+...+( 1) X +( 1) X

-1

care inmultita cu (-1)" " ne da:

-1
x" + (—1)"
1+x
iar de-aici deducem ca:

linx =x""—x"? +...+(—1)”_2 x+(—1)”_l + (1_+1)x

Integram pe [0,1] egalitatea obtinuta astfel ca:

= o (<1) P (1)
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n _1 n=2 _1 n—1 .

jl al dle— ! +...+( ) +( ) +(—1) In2
01+x n n-1 2 1

Trecand la limitd Tn ambii membrii si tinand seama de rezultatul de la

punctul a) obtinem ca

lim[1—1+l—...+(—l)"_l l):mz
2 3

n

16. Se considera integrala

T

I = J?xz cos”"x dx neN
a) Sa se gdseascd o relatie de recurenta pentru calculul lui (7, )

b) Folosind rezultatul de la punctul a sa se obtina 7,,

2
¢) Sa se demonstreze ca: 1+LZ+L2+...+L2+...:7[—
2 3 6

Solutie. a) Vom integra prin parti integrala IOE cos” x dx astfel:

T

i T

9 2 2 - 9 2n—1 .
Izcos " x dx =xcos "x|§ +2njzxcos " xsinx dx

0 0

Insa:
!

(cosz"’1 xsin x) = —(2n - l)cosz”’2 xsin’® x + cos*" x

Prin urmare:
z z z
IOZ cos™xdx = n(2n - 1).[02 x? cos® 2 xsin’ x dx — nIOZ x? cos?"x dx =
=n(2n-1)1,_,-n(2n-1)I, —nl,

1.€.

T

J? cos™x dx=n(2n-1)1,_, —2n’l,,

Pe de altd parte (vezi exercitiul 5)
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(2n—1)!

V4 V4
Izcosz"xdxzjzsinz”xdxz
0 0 (2n)”

N
2

Astfel, din ultimele doua reprezentari rezulta

2n—-1)N
2n212n —n(Zn—l)IZn_2 =—ﬁ§ , Vn=2
b) Rezultatul precedent se mai scrie si sub forma:
(2n)! (2n=2)" oz 1
(2n-1)" (20307 4

Dam valori lui n=2,4,...,n si adundm, termen cu termen, egalitdtile obtinute

21 T 1
T

41 21 7 1

EIR TR S

(2n)! (2n-2)!!

I . =—
(2n-1)1""" (2n-3)10 "7

(2n)!!1 ; 7[[1 1 1)

z 1
4 n?

= —t =t —

(2n-nn > 0 a2

Dar

Vg 3

IO::L?xzdx:Eii

de unde obtinem:

1 3
—(2n) IZn:”——z(1+L2+i3+...+L2)
(2n-11" 24 4 223 n

Mai ramane de aratat ca:
(Zn)H
m-————/7 o =
== (2n—1)!!
Intr-adevir, din inegalitatea evident:
X

- <zz, Vx e (),ZZ
sinx 2 2
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urmeaza ca:

2
X S”—sin2 x, Vxe 0,E
4 2

apoi
z 2z ) x

L, :.[02 x> cos™ x dxé%foz sin® xcos®" x dx :%.[04 (cosz” Y — cog? x)
Insa:

z NI

IZCOSZPx dx:MZ

’ (2p) 2
asa ca:

;< (2n-1)1 2n+)!\ 7z 7 (2n-1)!

T4 ()t (2n+2)1)2 8 (2m+2)

iar mai departe:

(2m)t & (2n-Dn () 2
2n—1)1 "8 (2n+2)1(2n—1)11 8 2n+2
In final, avem:

T ;z( 1 1 1 j
=———|l+5+5+. . +—+...

24 4 22 3 n’
sau
1+ = +—=+..+ = +.= 7[—3
Tttt o=
Exercitii propuse

1. a) S& se stabileasca o formula de recurentd pentru integrala:

T
Imnzjozsinmxcos”xdx, mmneN, m>2

V3
b) IOZ sin* xcos” x dx

c¢) Sa se calculeze utilizand rezultatul de la punctul a)

V.3
limJ‘2 sin’xcos® x dx
n—od0

m—ll

R: a) Im,n = m-2,n

m+n

— 00 pentru n — oo
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T

b)3—2
c) 0

Indicatie. a) Se integreaza prin parti.
b) Se particularizeaza pentru m=4 gi n=2.

(2n-1)1 7

T
¢) Se tine seama ca Iz cos”"x dx =
0 (2n)11 2

2. Sa se calculeze integrala:
I = J‘lx"e’xdx, neN
0

3. Sa se gdseascd o relatie de recurentd pentru integrala:

T

I, =J.2x" cosx dx
0

si apoi sa se calculeze:

T

IOZ x* cosx dx

4. Sa se arate ca:

T

T
z n z R
I =|2%cos" x dx= 2cos" “x dx
n
0 n—27

Sa se deduca de aici ca

x 2p 1)1
IZp :J'Oz cos’’x dx=ﬁ%, VpeN
LA (2p)1
[2p+1 ZJ‘OZ cos™” ]dx:(ZP——i-)l)!!’ VpeN

5. Fiesirul (/,)  definit prin:

1
I, = J.O x" cos( 7rx dx
a) Sase calculeze I, si /.
b) Sa se gaseasca o relatie de recurentd pentru /,.
c) Calculati lim7,.

n—»0
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2.9. Existenta primitivelor unei functii continue

Teorema. (T)

Pentru orice functie continua f:[a,b] >R, aplicatia F:[a,b] >R definita

prin:

F(x)=] f(dt

este o primitiva a lui f care se anuleaza in punctul x=a.

Consecinte

(1) Fderivabila si F'(x)=f(x), Vxe[a,b]
Intr-adevir, pentru x, €[a,b]:
F(x)—F(xo)zj:f(t)dt—j:“f(t)dt=J';f(t)dz

Apot:

lim = lim
X=X, X — xo XXy X — xo

PP ()

Integralei din prima relatie 1i aplicam teorema de medie:

3¢& e[x,x] al J‘;f(t)dtzf(fx)(x—xo)

Prin urmare:
im )= F (%) lim £(£)= 1 (%)
X=X, X — xo X=X,

Cum x, €[a,b]este arbitrar, deducem ca F'=f pe [a,b]. =

(2) Daca f >0, atunci J bf (t)dt este aria subgraficului functiei

Exercitii rezolvate

1. Fie F:R->R, F(x):.[oxlsmf2
+
sint

Solutie. Notam f(t)= .

+127

dt. Sa se determine F'(x).

t€[0,x]. Evident f continua, iar in baza

teoremei fundamentale F(x) este o primitiva a lui f(x), iar F(0)=0.
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Apoi F'(x) :%,

VxelR

2. Fie IcR un interval si f:7 >R o functie continud. Fie J <R un alt
interval 1ar ¢: 7 — J o functie derivabild. Atunci Va el functia:

F(x)=["7(t)dt, xeJ
este o primitiva a functiei f, iar
F (=9 () (p(x). vred

Aplicatie. Sa se calculeze derivata functiei:

e In(1+7
FiR-R, F(x)=["" n(3 )
° r+1
Solutie. Notam ¢(x)=/x*+1, xeR. Evident, ¢ derivabila, iar

2x

'(x)z—z.
’ 33(x* +1)

Pe de alta parte, F primitiva a lui fcu F(0)=0. Asadar:

m(1+¢° (1)) 2x 1“(“\/3 (x° +1)2j

1+¢° (1) _3§/(x2+1)2 ' 2+x

F'(x)=¢'()

3. Fie IcR uninterval si f:7—> R o functie continua.
Fie J R un interval si ¢, :J — R doua functii derivabile. Atunci functia:

Fx)=["" r (ot xes
este derivabild si are loc relatia:
F'(x) =/ {y () (x) - f(o(x)¢(x). vxed
Solutie. Fie a e fixat. Atunci:

F(x) :J':(x)f(t)dmj'ff(z)dz :.fa‘”('x)f(t)dt—j:’(x)f(t)dt

Din exercitiul 2 rezulta ca:

F'(x)=v'(x) £ (v (x))=¢'(x) / (0())
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Aplicatie. Sa se calculeze F'(x), unde:
¥ sinx
FO=leree
Solutie. Notam:
(l)(x):\/;, y(x)=x*, Vx>0

f(t) =SiL)§, te[x/;,xz].

1+¢
Cum ¢ si w derivabile, atunci:

sinx_ 1 sinx
1+x* 2Jx 1+x

F'(x)=2x

4. Sa se studieze monotonia functiei:

o dt
‘R>R, F(x)=
f ( ) J‘() t4+1
3
Solutie. Intrucat F'(x)= A:x L VxeR rezulta ca:
x* +

a) pe (O,oo), F este strict crescatoare deoarece F'>0 pe (0,oo);

b) pe (—=,0), F este strict descrescatoare.

5. Sa se arate ca:
J.xint >0, Vxe [0,27[]
0141
Solutie. Functia f (t):zil—n; este continua pe [0,27], deci:
+

xsint
F(x) =1, Tis xXe [0,27[]
este o primitiva a lui f(x) cu F(0)=0

Atunci,

F'(x)= ii:i, Vx e[0,27]

Rédacinile ecuatiei F’(x)=0 sunt: 0, 7, 2z, iar monotonia functiei F

reiese din tabelul urmator:
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unde
F(2n)=jzﬂ sint nsmt J‘M s1nt
0 t+1 0 t+1 t+1
In a doua integrala schimbam:
t—>u c.u=t—-x cu dt=du

t ‘ 0 27
u | 0 / s
astfel ca:
27[ J-/zsu’]t j-erIII 7r+u J-zrsint J-/r sinu
t+1 0 u+1+7z 0+l Oou+l+arx
J‘”Sll’lt J‘”Sll’lu _
t+1 0 u+1

Apoi din faptul ca j—ZO pe [0,7], rezulta ca:
+

:J- Slntdt>0
0r+1

Asadar:
i) pentru 0<x <, F este strict crescatoare i.e.

O=F(0)SF(x)SF(7z) = F(x)ZO, V)CE[O,/Z’]
ii) pentru 7 <x <2z, F este strict descrescdtoare i.e.
0=F(27)<F(x)<F(z) = F(x)20, Vxe(r2x]

6. Sa se determine punctele de extrem ale functiei:
F:R—>R, F(x)zre’z (z2—3)dz

Solutie. Din teorema de existentd a primitivelor unei functii continue
deducem ca:

F'(x) —e" (x2 —3), VxeR
iar ecuatia F'(x)=0 are radacinile x= +/3.
Din tabelul de variatie:
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X —00 _\/5 \/3 +00
0

F'(x) + 0 -

+o00

Foy |, - F(=B)NCF(WB) 7

urmeazi ci functia F admite un punct de maxim local in x=—/3 si un
punct de minim local in x=+/3

7. Sa se determine minimul functiei F:[0,7]— R definita prin
F(x)=|, (x=t) sint dt

Solutie. Suntem in conditia teoremei (T). Dacad scriem mai intai pe F sub
forma:

F(x)=x .[(fsint dt — 2x.[0xt sint dt + .[Oxtz sintdt
rezulta ca

F'(x)= 2ijsintdt +x*sinx— 2J.:tsint dt —2x* sinx + x” sin x
Apoi, dacd tinem seama ca:

IO sint dt = —cost|: =1-cosx

IO tsint dtz—tcost| +IO cost dt =—xcosx+sinx
0

urmeaza ca
F'(x) = 2x(1—cosx)—2(—xcosx+sinx) = 2(x—sinx)
Singura radacina a ecuatiei F'(x)=0 este n=0 pe (0,7] intrucat,
F"(x)=2(1—cosx)20 Vxe[O,iz]
deducem ca F' este strict crescatoare pe (0,7) astfel
VO<x<r, O=F’(O)<F’(x)<F'(7r)
asadar, F’(x) >0 = F monoton crescatoare pe [0,7:], iar minimul functiei
F pe [0,7] este F(0)=0.

8. Sid se determine functia f:R—R derivabila care satisface ecuatia
integrala:

x2+2I:lf(l)dl=(x2+l)f(x), Vx>0
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Solutie. Derivam relatia datd in raport cu x

2x+2xf(x)=(x2+1)f(x)+2xf(x)

apoi din:
2x
"(x)= , Vx>0
f( ) x> +1
se obtine

f(x)zln(x2 +1)+C

Inlocuim pe fastfel obtinut in ecuatia integralei din enunt:
x’ +2J‘;t 1n(t2 +1)dt=(x2 +1)(1n(x2 +1)+C)

Alegem x=0 1n ultima egalitate si gdsim cd C =0. Prin urmare:
f(x) = ln(x2 +1), VxeR

9. Sa se determine functia f:(0,0) >R continua care satisface ecuatia
integrala:

X+ fo(t) dt = j'llnxzf(e’ )t

Solutie. Derivam relatia data si tinem seama de exercitiul 2 in integrala din
membrul drept:

1
L+ f(x) == (x)
De unde prin rezolvare in raport cu f(x) gasim:

X
= Vx>0
f(x) Inx—x’ *

10. Sa se calculeze limitele:
Ixarcsinzt
O—dt

a) lim 3

x—0 X
. < < 1e . 0 .
Solutie. Observam ca limita este de tipul e Fie

I [—1,1] —->R f(t) = arcsin’ ¢
Intrucét f este continud pe [-1,1], f admite primitive. Dacd F:(~1,1)—>R
este o primitiva a lui f atunci:
F(x) = J‘OY arcsin’ ¢ dt, F(O) =0
iar

F'(x)=arcsin® x
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Prin urmare, daca se aplicd regula lui [’Hospital putem scrie:

. F(x) .. F'(x) 1. inx 1
tim ) iy 701y aresin’x L
=0y x=0 3y 3 x>0 X 3
N
I e dt
b) lim~>—
X—>0 x

Solutie. Se aplica formula de medie integralei de la numarator,
\/; 2 2
IO e dt=+xe ", 0<&</x

iar limita devine:

_52 . ’
lim ¢ \/; = 11m =lim

X—>0 X—>0 X—>0 §
X f [

Insd mai putem scrie:

1 —

1
<— <
Jxet  Jxef T x

0<E<x = <ef <e' =

Prin trecere la limita gésim'

Iim——=lim—=0

X—00 \/7@ X—0 \/7
astfel ca:

Iim——=0

o g2 [
y
o tip ([« df)
1
Solutie. Notamh U Jdtj , x>0..Atunci:

~ I: eV dt

2
X

lnh(x)

Cand x—0, limita este de forma % Astfel, daca se aplica regula Ilui

[’Hospital si se tine seama de exercitiul 2

Vx
timin () = In Tim s (x)) = ln(lim 2ve J: Ine’ =0

x>0 Dx

11. Fie f:[0,]] >R continua. Atunci:
lim ;x"f(x)dx =0

n—o
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Solutie. Intr-adevir f continua pe [0,1], deci f marginitd i.e.
IM >0 al |f(x)|<M, Vxe[0,1]
Pe de alta parte:
1 1 1
on”f(x)dx < Ux” (x)‘dxz fo|f(x)

Prin urmare:

x"dx < Mj.olx”dx = M

n+1_90 (n—%w)

I;x”f—>0 pentru n—

12. Sa se calculeze cu ajutorul teoremei fundamentale a calculului integral
o primitiva a functiei:

f:[0,27r]—>]R, f(x)z ;

——sinx

,  xe[0,27]
Solutie. Cum f este continua pe [0,27] rezultd ca f admite primitive pe
[0,27]. Fie:
F:[027] >R, F(x)=[ f(t)t
Intrucat:
sin—— %—sint<0
U s

. . | . <
iar inegalitatea 5 sint <1 este echivalenta cu

sint>%, 0<tL2x

5
de unde, te E,—ﬁ .
6 6
sint Z<t<5_ﬂ-
s 1
2 7
6 6
cost
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Asint

5
M ei<or sau 2r<i<Z
6 6
Sz ol
6 [T —_T\6
>
27 cost

Evident, sintsl & te 0,£j|u|:5—”,27l'j|. Astfel ca:
2 6 6
. 1 T Sr
sint——, te|l=,=—*—
2 (6 6)

l—sint, te 0,E v 5—”,272}
2 6 6
Urmeaza ca:

J.x l—sint dt, xe 0,E
ol 2 6
F(x)z IE l—sint dt+j: sint—l t, xe 2,5—”
0\ 2 s 2 6 6
z sz x
I“(l—sint)dﬁ-j,f (sint—l)dﬂrjsﬁ(l—sint)dt, xer—”,h}
o{2 e 2 T\2 6

De aici se obtine:
£+(cosx—1), xe{O,z}
2 6

F(x)= %Jm/g—l—g—cosx, xe(%,s—”j

/()=

6

X 2z Y4
cosx+—+2\/§—l——, xe|—,2x
2 3 {6 }
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13. Sa se calculeze urmatoarele limite folosind regula lui I’Hospital:

sinx [2
[
a) lim
) x—0 J'lgx tdt
0
sSin x 2 !
0 ¢ [) cosxe™ *
Solutie. Avem: lim =lim =1
x—0 tgx o ! x—0 1 te?x
j " dt 2 ¢
( 0o € cos” x
_ _[ V1+7dt
b) limZne

tim (Lm V1+1 dt) —lim —sinxy/1+cos” x —cos xv/1+sin” x
X0 (J‘mr\/_dt) HO*—sinx\/l—coszx—cosx\/l—sinzx

sinx

Solutie. Avem:

dar
Vl-cos’x =sinx|=sinx dacd, x—0, sianalog v1-sin’x=cosx

Asadar, se obtine:

. —sinxv1+cos® x —cosx+/1+sinx
lim = lm(s1nx\/1+cos x+cosx\/1+s1nx)

x>0, —sin® x —cos x
14. Fie f:[a,b] >R integrabild si 4>0. Atunci:
a) lim— j [f (x+1) (x)]dtzO

hﬁO

b) hm—jo [f(x+t)+ f(x=t)=21(x)|dr =0

h—0
Solutie. a) Fie xe[a,b] si 6>0 ail [x-6,x+5]|c[a,b]. Consideram
functia:
g(t)zf(x+t)—g(x), te[0,§]
Evident g este integrabila pe [0,5], iar g(0)=0. Atunci functia:

h
G(h):J‘0 g (¢)dt
este o primitiva a lui g(r), iar G'(h)=g(h).
Prin urmare, limita data se mai scrie:
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h
t t

h—0 h heO

mg(h)=g(0)=0
b) Sa observam ca din punctul a) mai rezulta ca:

IHO—.[ [f x t (x)}dlz

Intr-adevir, daca schimbam:
t—>17 . t=—-7T
atunci dt=-dr, iar r variaza intre —h 10

t | 0 h
T | 0 - —h
Asadar
ozméj:[f(xﬂ f(x)Jdr =lim- j [f(x=7)=f(x)]dr=
R
——tim- [/ (x=7)~ £ (x) |z
unde & =—h.

Cum limita nu depinde de #, rezulta ca:

limlj.oh[f(x) - (x - t)} dt =

h—0

Mai departe,
;glghj [f(x+0)+f(x=1)=2f(x)]dx=
:ygg%j:[f(xﬂ ]dz+£1£r(} Io[f(x—t)—f(x)]dtzo

14. Fie IR uninterval si f:7 >R local integrabild. Atunci Vx, €/ un
punct in care feste continua:

o) fm [ (o= ()

B tim [ = /(5

Solutie. Fie x,elsi 6>0 ai. [x,—&,x,+5|cl. Atunci f continua pe
[x, — &, x, + 5. Fie functia:

=[""f ()t cu F(0)=0.
Atunci F este primitiva pentru functia f iar:
F'(h)=f(x,+h) Ve[x,—8,x,+5]
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In acest caz,

h—0 h—0

. 1 Xo+h . F h . F’ h .
hm—J-xo f(t)dt = %gr(} Ez ) =lim f ) = 1;,1E>I(}f(x° +h) = f(xo)
b) Analog se poate ardta ca:

Ei%hL IAULENACY
Astfel:

lim— """ 7(1)d =—m4L}/“ Jao+ [ £ (e)ar )=

h—=0 D dxo—h 2 h—0

=2/(%)=1(x)

15. Si se determine functiile continue f:R"— R care satisfac conditia:

J‘Oxf(t)dt :%(x)’ VxeR’

Solutie. Derivind in ambii membri se obtine o ecuatie diferentiala in
necunoscuta f(x)

f(x)=§f’(x)+%f(x), VxeR

sau
xf'(x)=f(x), VxeR’
Se rezolva ecuatia aducand-o la forma echivalenta

f’(x) =l, x#=0

S(x)

Prin integrare se obtine:

[0 g [
fx) T

sau

In| f (x)|=In|x|+C,
unde C, este o constanta arbitrara.
Daca alegem C, =

ln|f(x)| = ln|x|
de unde:

[/ ()] =1
Se alege constanta a.i. ambii membrii sd aiba acelasi semn,

f(x)sz , VxeR’

, atunci ultima egalitate se mai scrie:

, x#0
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16. Fie f:[a,b]—>R o functie continud. Atunci existd & e(a,b) a.i

_a+b-2¢
S e

Solutie. Din ipotezé rezulta ca functia:
xl—)g J.ft)dt xe[ab]
este o primitiva a lui £ Consideram functia ¢:[a,b] > R
o(x)=(x-a)(x-b)e"™, xe[a,b]
Evident ¢ continua pe [a,b], derivabild pe (a,b), iar ¢(a)=¢p(b)=0.
Atunci ¢ satisface conditiile teoremei lui Rolle si

3 fe(ab) ad ¢'(¢)=0

Dar
¢'(x)=(x=b)e" +(x—a)e™ +(x-a)(x—b) f'(x)e")
Deducem ca:
¢'(§)E[(é‘—a)+(§—b)]eg(x) +(é"—a)(é:—b)+f(§)€g(:) -0
MOz =

17. Fie f:[a,b] >R o functie continua. Atunci:

3 & ne(ab) ai <q si f(n)zgf(gf)

Solutie. Fie ¢:[a,b] >R o functie definita prin:

p(x)=(b- x)J:f(t)dt, Vxe[a,b]
Rationand ca la exercitiul anterior, ¢ continud pe [a,b], derivabild pe
(a,b),iar @(a)=¢(b)=0.Din teorema lui Rolle rezulta ca:

Ine(ab) al ¢'(n)=0

Dar

¢'(x)=(b=x)f(x)=[ f(t)dt, vxe(ab)
astfel ca

0=¢'(n)=(b=n)f(n)-["f(t)d
sau

[ 7(0)=(6-n) 1 (n)
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Cu formula de medie aplicata in ultima integrala rezulta ca:
3¢&e(an) al f(§)(n-a)=(b-n)f(n)

adica

18. Fie f,g:[a,b] >R doua functii continue. Atunci

3 £e(ab) ai (jjf(z)dz)g(g)=f(g)fg(z)dz
Solutie. Fie F:[a,b] >R F(x j S (t)de- .[ (t)dt. Atunci F este
derivabila, iar F (a)=F(b)=0, dem, conform teoremei lui Rolle,

g e(ab) ai F'(£)=0 o 0=g(&)[ f(t)dr+f(&)[ f(t)ar

19. Fie f,g:[a,b)]>R doua functii, f continud si g este monotona si
de clasd C'. Atunci 3¢ €[a,b] ai.

[[r(x)g(x)dr=g )ff(x)dx+g(b)jbf(x)dx
Solutie. Fie F:[a,b] >R, F(x Jf x)dx, Vxe[a,b]. Atunci F este

derivabila pe [a,b] si F(a)=0. Mai departe daca integram prin parti:

L7 3y [ F(v)g(xiv=g jF ¢/ (xkix

si apoi aplicam teorema de medie pentru 1ntegrala din membrul drept,
rezultd ca: 3 ¢& e[a b] ai.

[, 7 ()e(x)dx=g(b)F (b)-g(a) F (a)~F (£)(2(6)-g(a)) =

—_—

b>[F(b>—F(:)J+F(f)g(a>=g(a>fff+g<b>ﬁ !

20. Fie f,g:[a,b] >R doua functii cu fcontinua si g (x I f(2)d
Vxe[a,b]. Daca f(a)g(b)<0, atunci:

3 &ne(ab) al f(&)=g(n)=0
Solutie. Presupunem f(a)>0si g(b)<0 (daca f >0 pe [a,b], atunci
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j:fZO, deci g(b)szfZO absurd). Deducem ca existd ce(a,b) al.
f(c)<0, adica f(a)f(c)<0. Cum f este continud pe [a,b], deci si pe
[a,c], rezultd, conform unei consecinte a teoremei lui Lagrange, ca exista
¢e(ac)al f(&£)=0.Dar, f continudsi f(a)>0, astfel existd xe(a,a)
al f(x)>0, Vxe[a,a],deci g(a)z.[:f(t)dt>0. Prin urmare, g derivabila
pel[a,b], g continua pe [a,b] si g(a)g(b)<0. Atunci 3 ne(a,b) al
g(n)=0.

S
Q
=

21. Fie f:[0,0] >R si a>b>0,f(x)= X

Fie F(x) :onf(t)dt. Atunci:

0<F(x)<27%, wr20
a

Solutie. Mai intai sa observam ca:

/(0,)=lim f(x)= lim#=(lin{ ¢’ ‘1](_61)_

x—0,

lim L p)= —a[limﬂj+b[hm ¢ _IJ
0, —hx -0 ¢ U0y
unde ¢t =—ax, u=-bx=-ba.
Astfel f(0,)=7(0)=b—a, de unde rezultd ca, feste continua pe [0,+x),
iar F este o primitiva a lui f. Se stie apoi, ca:

e>t+l, V>0
astfel ca, pentru s =-ax avem:
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—ax

e >—-ax+1 sau <a, x#0, a>0

X
Prin urmare, daca scriem functia f'sub forma:

—ax _—bx e ™ l_e—(b—a)x
fx)= "= (x ), oo

si tinem seama de inegalitatea obtinutd anterior pentru « =b—a >0, rezulta:
e—ax (1 _ e*(b—a)x)

X

0< f(x) =
Integrand pe [0, u]:

0< j:f(x)dt < J.Ou e"”dx(b - a)

Cum insa,

<e ™ (b - a)

u 7uxd _ 1 —ax
e “dx=——ce
0 a

Atunci rezulta ca:

Zz%(l—e”")<é, Yuz0, a>0

O<F(u)<b;a , Yu>0
a

22. Fie f:[a,b]— Rcontinud si monoton crescatoare. Atunci Vze[a,b] are
loc inegalitatea:

Jof Cokde <3 = [ (e

Solutie. Definim functia g:[a,b] >R,

g()=[ 1 (xix =2 [ 1 (x)a.

Atunci g derivabila si
g’(t) = f(t)—ﬁj:f(x)dx, Vite [a,b].

Din teorema de medie rezulta ca 3c e[a,b] a.i.

F(e)= [ £y

Astfel
g’(t)zf(t)—f(c), a<c<bh
Derivata lui g se anuleaza pentru r=c. Mai departe,
i) pentru 0<7<¢, g'(¢)<0 intrucat feste crescatoare;
i) pentru c<t<b, g'(1)>0.
Astfel, din tabelul de monotonie al functiei g
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g (x) _ 0 +

8(x) N gl 7

obtinem ca 7=c este punct de minim local, iar din g(a)=g(b) rezulta ca:

.o [t t—a b
g()<0, adica Iafsb_ajbf

23. Determinati punctele de extrem ale functiei:
Vx smt

F:R, >R, F(x)=|"—d s

. . sint
Solutie. Functia t»—>1 ~
t

sin \/;

derivabila si F'(x)=———, Vx>0.

\/;(1+x)’

Punctele critice sunt raddcinile ecuatiei F'(x)=0 i.e. x, =(nz)’, neZ.

este continud pe |0,+/x |, Vx>0 rezulti cd F
p

Mai departe, derivata a doua este:

\/; 1-x cos\/_ I+3 xsm«/’
F(x)= 5 2/x

x(1+x)
_ \/;(1 +x)cos\/;—(l+3x)sin\/;

x(1+x)2

, Vx>0
iar

2_2
F"((nﬂ)z):Lﬁz(—l)";tO, VnelZ, Vx>0

nﬂ(l+%)

De aici, deducem cd F"(x,)=0 si punctele (x,) suntpuncte de extrem, si

anume:

X,,,, — puncte de maxim, VkeZ

x,, — puncte de minim, VkeZ

24. Determinati derivata lui y in raport cu x pentru functia reprezentata
parametric prin :
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x= Ltz Jr e'dr

, (r>0)
% =.[1 rle " dr
dy
; 5 ; dy _di _¥i
Solutie. Dupd cum stim, )'(x)=—=4-==L
, p stim, ' (x)=— &
dt

Apoi cu regula de derivare a primitivelor putem scrie succesiv:

1 2 _p \/; 2
o L (Ve ==Yt s
X, 2\5( ) e > e
yl =2 = 210"
Astfel ca:

V()=41e*, >0

25. Sa se determine inversa functiei:

h(x)= ﬁ%= xe(-11)
Solutie. Derivam in ambii membri relatia data a.i.:

H(x)=——, wre(-L1)

Ji-7

Intrucat, W (x)>0, V|x| <1, deducem cd h este inversabild, iar functia:
x=h"'(y) este inversa lui 4. Derivata &' este data de ecuatia:

A1

dy B h’( y)
Se obtine ecuatia diferentiala:

ax =1-x
dy
care scrisa sub forma:
dx

NI
admite solutia:
arcsinx=y+C, CelR

Determinarea constantei se face alegand valoarea particulard x =0, astfel ca
L(0)=0 si apoi se obtine C =0. Prin urmare:
n T
x=h" =siny, Vye|—,—
(v)=siny, Vy ( 5 2)
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26. Sa se demonstreze egalitatea:
. 2
[ [ = =o, Vxe[O,zj
1 2

0 [1_t2

Solutie. Notam F(x) membrul drept. Atunci F derivabila pe [0,%) si

.2
F'(x)z st tcosx—|sinx|sinx=0, Vxe(O,zJ
|cosx| 2

Deci F(x)=k, k—constanta.
Evaludm constanta alegand arbitrar x = % , astfel de aici:
2
0
F(E) =J"t—dt+j NI
2 0 [1 _ t2 1
_«A/—’ B

Pentru a calcula integrala 4 observam ca integrantul are o singularitate in
2

t=1, Insd o primitiva a lui 7+ = este data de functia:
1-¢

!

G(t)=_|'0x\/t12iit2 =—f0xt(\/ﬁ) dx=—tN1-¢

=—xVl-x + [ J1-rdt

X+r\/1—t2dt:
o 90

Asadar:
1
A=G(x) =G(1)-G(0)= (—le R —tzdt) =~ N1-rdi=-B
0
Obtinem:

A+B=0, apoi F(%j:o, deci k=0.

Exercitii propuse

1. Sa se calculeze derivatele urmatoarelor functii:

a) F:R, >R, F(x)lex In‘

PV1+42

dt

In

NI

R:

, Vx>0
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b) F:R>R, F(x)=| Yt +1dr
Ix*+1, VxeR

2. Sa se calculeze derivatele urmatoarelor primitive:

a) F:R, >R, F(x j Intdt
R: (9x2—4x)lnx, Vx>0

b) F:R, >R, F(x)zjfcos(tz)dt

1 1
R: ——=cosx+—cos x>0

2\/; X x_z’

3. Determinati punctele de extrem ale functiei:

F:R' >R, F(x j wsint,
2k puncte de minim, kN
R: x=nr= .
(2k+1)z  puncte de maxim, ke N

4. Sa se determine derivata y. a lui y in raport cu x pentru functia
reprezentata parametric prin:

x:Jltsi/zlnzdz
yzj.;zzlnz dz
R: y;=—36x2x/; (x>0)

(Z>O)

Indicatie. Avem v'(x)=2 =20 Apoi ¥ =327 In® =97 In¢ etc.
, = Apoi

t

5. Sa se evalueze limitele folosind regula lui I’Hospital:

2

I sin\/;dt
a)  lim?l—
x—0 X

R:%
3

3

* 2
b) i IO arctg” ¢ dt

P m
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J'xeﬁdx
c) im-—
x%OJ‘O eZvd

R: O

6. Sa se arate ca:

0< :arlLl?tdml, vxe[0,1]
+

Indicatie. Se studiaza monotonia functiei F(x)= r aresing - e [0,1] si se

0 1+¢
obtine ca F este monoton crescatoare pe [0,1]. Se mai tine seama de faptul
ca:

arcsin x

1, V 0,1
. <1, Vxe[0,1]

7. Sa se determine punctele de extrem si punctele de inflexiune ale
graficului functiei

h(x)= j;(t ~1)(t-2)'dt, xeR
R: x=1 punct de minim, iar punctele de inflexiune ale graficului

.. 4 .
functiei /' sunt x, =3 sl x,=2.

8. Sa se determine curbura curbei definita parametric de ecuatiile:

t xt’
x= a\/;jo cosTdt

o oat
y= a\/;J.O sdet

Jz
—t
a
Indicatie. Se tine seama de formula care ne da curbura curbei Intr-un punct
curent:

(1>0)

R: K=

]
3
N2 \2
(1+(»))
9. Sa se determine inversele functiilor:

Q) h(x)=[<

K =
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b) h(x)=[ 2
R: h'l(y)zln(y+\/y2+l), yeR

10. Sa se determine functiile de clasd C' pentru care:
I:f'(t)dt+jjf(t)dz=0, xeR

R: f(x)sz, CeR, xeR

b f(x)zij(t)dt+x

R: f(x)=Ce'—-1, xeR, CeR

ov)
N~

N

11. Sa se arate ca functiile de clasa C*(7) pentru care:

f(x)zxf(:f(t)dt, VxelcR
satisfac ecuatia diferentiala:
fM(x)=xf"(x)=2f(x)=0

Indicatie. Se deriveazd de doud ori egalitatea din enunt.

12. Sa se calculeze cu ajutorul teoremei fundamentale a calculului integral,
o primitiva a functiei:
f:[0,27] > R, £ (x)=[1-2c0s” x|

4
—sin2x-3, «xe 5—7[,7—”

4 4
—4 ——sin2x, xe{%ﬂﬁ}

Indicatie. Se expliciteaza functia data:
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2cos’x— 1, X € ——7[] (—ﬁ
4 4

F(x) =J.O%(l—2cos2 t)dt+_|.;7ﬂ(20052 t —1)dt+_|.;(1—2cos2 t)dt
4 4

Sx 1
iv) —<x<—
4 4

F(x) =J‘0%(1—20082Z‘)dl‘+J‘:7”(2C082l‘—l)dl‘+J‘3x,,(1—2COSZ t)dt+
n 4

+I§(l —2cos’ t)dt
V) > s <x<L2rx
F(x)= I (1 2cos’ t)dt+j3”(2cost 1dt+_[ 1 2cos2t)dt+
4
Tr

j (2cos t— 1 dt+J.7,, 1 2cos’ t)dt

4

13. Fie f:[a,b]—> R derivabila si 4> 0. Atunci:
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a) 1imij:[f(x+t (x) e = f'(x)

h>0 J? 2
f(x
b) }%hzj[f (x—t)Jdt = g)

c) }Hohzj'[fxﬂ )+ f(x=t)=2f(x)]=/"(x

Indicatie. Se tine seama de formula de derivare a primitivelor si de formula
de calcul a derivatei, plecand de la definitie intr-un punct:

limf(x+h)_f(x) =f"(x)

h—0 h

14. Fie f:[a,b] >R, fderivabilda si h>0. Atunci:

a) y:nlj”f (t)dt = £(0)

b) tim=— (" 7 (1)

e—x _e—2x >O
15. Fie f:[0,0) >R, f(x)= X ¥

1 x=0
si fie

=.[Oxf(z)dt.

Atunci: 0<F(x)<I.
Indicatie. A se vedea exercitiul 21.

16. Sa se calculeze egalitatea
tex ¢ dt cgx  dt V4
+ =1, Vxe|0,—
L 1412 L t(1+7) ( 2J

Indicatie. A se vedea exercitiul 26.

17. Sa se determine
F:R>R, F(x)=[ ((t-a)(B-1), (0<a<p)
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2.10. Calculul aproximativ al integralelor definite

(a) Reprezentarea functiilor de clasa C* prin serii Taylor

Fie f:[a,b] >R, (a<b) o functie indefinit derivabila, cu proprietatea ca
IM >0 ai vnz0, wxe[ap], |/"(x)<m.

Atunci seria Taylor a lui / in jurul lui x, este uniform convergenta pe [a,b]
si are ca suma functia f* i.e.

if(n)(xo)

n=0 n!

f(x)z (x—xo)", Vxe[a,b]

Caz particular: pentru x, =0 f'se dezvolta in serie de puteri dupa formula
lui Mac-Laurin:

f(x) = imx”, Vxe [a,b]

n=0 n!
Aplicatii.
Dupa cum stim:
e)‘zzx , VxeR (1)
o 1!

Pentru x — ix are loc relatia:
e =cosx+isinx, VxeR
iar pe de alta parte:
N 0 n x2n 0 n x2n+l
=N (1) ——+i Y (7)) —— |, VxeR
=2 )(Zn)!!ﬂ{nz_(;( )(2n+1)!!j *e

Identificand partile reald si imaginara in ultimele doua egalitdti, putem scrie:

0 2n
cosx=2(—1)" al Ik VxeR (2)

2n+l

sinx = Z 2n+1)” VxeR 3)

Pentru a gasi dezvoltarile 1n serie Mac-Laurin ale functiilor hiperbolice shx
si chx, sd observam ca:

chxze re , shxze _el, VxelR
2 2

iar
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ex:ix" e""zi(_l) x", VxelR

b
n=0 N ' n=0 N '

astfel se obtin egalitatile:

0 x2n
Chx:;m’ VxeR (4)
0 2n+l1
hx=>-"_ wreR 5
e ;(2n+1)!! e ©)

Fie ¢ eR fixat; pentru orice numar intreg n >0, definim:

(“J a(a-1)..(a—n+1) .

= n!
1 n=0
Daca « N, atunci:
a 0 n>ao
nJ:{Cf n<a

Seria de puteri reale:

a(a-1)..(a—n+1)

0y 5 : o

n!

se numeste serie binomiala de exponent .
Seria binomiala (6) pentru ¢ e R\N are raza de convergentd R =1 si suma

egala cu (1+ x)a , Vxe(-11), adica are loc reprezentarea:

a(a-1)..(a—n+1)

(1+x)" =3 ' ¥, Wxe(-L1) (7)
n=0 ni
sau Vxe(—l,l):
(1+x)” “1+%x+ a(a—l)Xz +ot a(a_l)"'(a_n+l)x” +.n (7)

Aplicatii.

Pentru orice x (-1, 1) au loc urmatoarele dezvoltari remarcabile in jurul

originii:
%: i(—l)”x” =l-x+x*-x° +...+(—1)" X"+, (8)
+X n=0
%:ix"=1+x+x2+...+x"+..., )
-

Il
=

n
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1
1+ x*

= i(—l)nxz” =1-x"+x* —...+(—1)n x4, (10)
0

i 1:3:5--(2n-1)

I+x= 3 -1
Viar=2 (1) >
Daca f admite reprezentarea sub forma de serie Mac-Laurin

f(x) = imx”, Vxe [a,b]

n=0 n '

x" =1+lx—lx2 +Lx3 +..., (11
2 8 16

atunci seria din membrul se poate integra termen cu termen si:
o f(") (0) B _ g

b b £
L f(x)dx =L nz(;fn—!(o)xxdxz Z

‘= n! n+l

Exercitii rezolvate

1. Fie f:(-L1)> R, f(x)=In(1+x)
a) Utilizand reprezentarea sub forma de serie Mac-Laurin sa se calculeze:
Iln (l + x)dx
b) Sa se calculeze

n=1 n

Solutie. a) Integram temen cu termen in (8) si scriem:

1 N Yoag Ny X X X X I
mdx—j;(—l) xdx—;( )= e+ ()

b) Pe de alta parte:

J‘dezln(l-#x)JrC
1+x

Astfel ca:
2 3 n+l
1n(1+x)+C:f—x—+x——...+(—1)" AR
1 2 3 n+1
Pentru x=0 se obtine C =0, astfel se obtine reprezentarea:
xz x3 n xn+l 0 \ xn+1
In(l+x)=x——+——...+(-1 +..=) (-1
(1+x) 2 3 ()n+1 ;()nJrl
Daca se alege valoare particulara x =1 scriem, in final:
> (-1 L 2
s n+l
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sau

2. Sa se calculeze:
L: In (x + m ) dx
utilizand dezvoltarile in serie de puteri.
Solutie. Fie f(x)= ln(x + m), x€[0,1]. Evident feste o functie de clasa
1

C* pe [0,1], iar f'(x):\/ﬁ'
X

Pe de alta parte, in dezvoltarea (7) luand a = —% putem scrie:

(1+2) 2(‘IJ(‘3)(—jj..,(_zn2+lj

Jl+x n!

X

Sau
1 “ 1:3-5-...-(2n+1)

N1+ x :;(—1)" 2"n! * xe(—l, 1) (12)

Apoi schimbam x — x*, astfel ca:
1 = (=1)" (2n+1)1,
= X

= 12!
VI+x® 0o 2"n! (12)

Integrand termen cu termen In ambii membri obtinem:
(-1)" (2n+1)!

IJHX - 275!

j "dx+C

Sau

ln(x—i-m):i(—l)n Crai ™ o e [0,1)

pr: 2"n! n+1
Luand x=0, gasim C=0 asaca
e 2 (2n+1)N
ln(x+\/1+x2)=2(—1) gx””, xe[O,l)
=4 2 (1))
Integrand intre 0 si 1 in ultima egalitate rezultd in final:

j;m(ﬁm)dx:i(_l)nm

= 2"(n+2)!
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3. Folosind dezvoltarile in serie de puteri, sa se cacluleze primitivele:

) J‘x Slnl‘
Solutie. Dm (2) avem:
0 " [2n+l
int= -1 , VteR
sint =2 () Gy V'€
iar de aici:
sint i "
=0 (2n+1)
Integrand pe [0,x] in ambn membri, deducem ca:
x s1nt Z (-1)" x>
(2n+1)(2n+1)1!
b) J.Oxe” dt

Solutie. Din (1) avem:
e = Zt—, VieR

n=0 n'

iar pentru t — —#’

w (1) 42n
_tz:Z( 1)t . VieR
= n!

o
De aici, urmeaza cé'
2n+l1

r o OO 2n n X
J'Oe dt = It dt—Z( 1) Gnr

nO n=0

0 IOX In (1t+ t) gt

Solutie. Din (8) avem:
= t”, Vie(-11
1+1¢ 121 ( )
apoi prin integrare:

n+l
- n t

In(1+)=>(-1) —

n=0

+C, Vre(-11)

Alegand ¢ =0 obtinem C =0, iar dacd impartim prin ¢ relatia obtinuta
In(1+7) &

=Z(_1):z", Ve (-11)

t ~n+
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Integrand intre O si x urmeaza ca:

i o (1) ]
J-Aln(lth)dt: ( 1) x2
0 t n=0 (n+1)

(b) Calculul aproximativ al integralelor definite:

Ne propunem sa evaludm integrala:
b
L f (x)dx
cu N zecimale exacte (N eN ) Presupunem ca f este indefinit derivabila.

Astfel f se dezvoltd in serie de puteri ale lui x in jurul originii a.1.

w  £(n)
f(x)zzf—(o)x", ‘v’xe[a,b]

n=0 n ‘
apoi scriem:

J. f x)d Zj.bf nd Z ( n+1_an+1)
Notand U, — termenul general al seriei d1n membrul drept am obtinut:
Lb f (x)dx = ZU .
n=0

Seria din membrul drept este convergenta, deci:
Ve>0 IN=N,eN ai Vn>N,, U

n+1

<&

n+l

1
Se alege ¢ =
& 10"

<>
n+l ION
de unde rezultd n >k, keN. Prin urmare:

U

b
L f(x)dxzu0 +u, +u, +...+u,
Aplicatii.

Sa se calculeze cu trei zecimale exacte integralele:

a) J.Ole"‘ dx
Solutie. Avem:

:i( ') X", VxeR
n=0 N:
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Seria este uniform convergenta pe [0,1], deci se poate integra termen cu
termen:

R (—l)n TR ( l)n -
Jve dx_z(2n+1)n!x O_Z(2n+1 Vl'_zo

n

Seria obtinuta este convergentd, deci se poate determina neN a.i.
1
U, +1]<—
10
Conditia este echivalenta cu a scrie:
1 1
(n+1)!(2n+3) 10
de unde rezultd cd n>4. Prin urmare, intergala se calculeaza cu trei

zecimale exacte, dacd alegem cel putin patru termeni cu serii obtinute:

1 11 11
Ie' dx=uy+u +u, +u, +u, =1- —_—
1'3 215 317 4'9

=1-0,3333+0,1-0,0238+ 0,0046 =0,7475
1 X
b) _[0 x"dx
Solutie. Integrantul se poate scrie sub forma:
_ prinr 2 xlnx
e
unde seria din partea dreapta este uniform convergenta pe [0,1]. Daca se
integreaza termen cu termen, obtinem:
l o0
IO xX'dx = ; J. xlnx
Notam:
; =J.;x’” In" x dx

Daca integram prin parti gasim relatia de recurenta:
n

Imn:_ 1
’ m+1

VmeN, Vn>1

m, n—1°

apoi schimband n »>n-1, n—-1—-n-2 s.am.d., deducem ca:
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m, n—1 m+1 m, n—2
___
m, 1 m+1 m, 0
n n!
=(-1
m, n ( ) (m+1) m, 0
Dar:
I .= x"’dsz
' m+1
Astfel ca:
n n!
I =(-1) ————
m,n ( ) (m+1)m+1

Alegand m =n, obtinem:

I;(xlnx)”dXZ(_l),, n!

iar de-aici, urmeaza:

e
IO ¢ nz(;(rH—l)"+l

—_—
U,

1 . o
| <—— este echivalenta cu

Seria » U, este convergentd, iar conditia |[U o

n=0

n+l1

I
(n i 1)n+l 103
Rezulta ca, pentru n>4 termeni, integrala datd se poate aproxima cu trei

zecimale exacte, i.e.
1 1 1

[lxdr~ 15 45— = =1-0,25+0,03703-0,0039 = 0,779
0 23 4
z dx
) [} ——
,/1——sin2x
2
. g 1 s
Solutie. Notam f(x)=———, xe 0’5 .

,/l—lsinzx
2

. 1 . . ..
Din reprezentarea (7') pentru o = - obtinem (vezi exercitiul 2):
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1 o 1)u .,
T ZO 2"n' X", xe(-L1) (13)
apoi daca schlmbé m x —>—x si mai departe x — x* gasim
(21 [0.1) (13)
= X e
J— b 2

si de aici:

= (2n—1)!! 2
! =Z( k ) Lsinx , xe[O,Z}
1., = 22 (2 2
1—Esm b

Integrénd in ambii membri gasim:
2n—1
( " ) I sin”” x dx

_0 22;1 ' 0
1-— sm X —
n

dar (vezi paragmful 2.5):
z —1"
I, =J.2sin2” X dx=(2n—1)"£
0 (2n)1! 2

Astfel
z re(@n-Y 1 g
k ﬂx)dx_?;[ (2n)! J 722U

Seria de termen general:

este convergenta intrucat

Uy _[@uenn] 1 [ (201 22n_l(2n+1j2<1
U, |(@n+2)t] 27 2=t T 2(2n+2) 2

De aici obtinem si estimatia:

n+l1

U <2U VneN

Prin urmare:

Ifx)dx— ZU— ZU+ (U +U, 0 +U, 5 +..)

er

Urmeaza

[27(x dx——ZU Un+1+Un+2 U,..)=
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(1 1 1 r 1Y
== —t+=+=+..|U, == —| U
2[2 22 j " 22(2&” ’

Dar:
= (1Y 1
—| =——=2
53) T
2
Astfel ca:
Iozf(x)dx—%zo;Un <%Un

Din conditia:
V2 1

2710
obtinem n =6, astfel pentru a calcula integrala data cu trei zecimale exacte
vom lua in considerare cel putin sase termeni ai seriei ZU,,. Deci:

n>0

T

J-()Ef()c)a')cz%(uo-i—u1 Uy Uy Uy U g ) =

T

1 31 51 n 9!
=—|1+ + + + +
2 2.210 27411 23610 2.8 2°.10

]:%-1,41112: 2,2165

(2) Formula trapezelor

Fie  f:[a,b] >R, f de clasd C’[a,b]. Ne propunem sa estimam:
b
1= L f(x)dx
Fie A={a=x,<x <..x <..<x,=b} odiviziune a intervalului [a,] definita
prin:

x,=a+hk, h= = 0<k<n
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YA
(xk7yk) [

a=x, 0| X ... X, X, X

Are loc formula:
j F(x)dr2 {;f(xo)+f(xl)+...+f(xﬂ_l)+%f(xn)}

Eroarea R se estimeaza din inegalitatea:

|R| < M, (b—a)3
1247

unde
M, = supb|f”(x)|
Aplicatie.
Sa se aproximeze integrala:

Iolxllerzdx

Solutie. Consideram n=10, a=0, b=1 si notam:

f:[0,1] >R, f(x)=+v1+x*. Pentru fiecare x, (k :m) calculdm:

€kyk=f(xk) i=19

unde

l k=0 sau £=10
&, =12
1 1<k<9

Datele obtinute se centralizeaza in tabelul:

(1)

)

3)
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Xk Sk
0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0
> 11,4838

S0 AW~ O

Aplicand formula (1) obtinem:
1~=0,1-11,4838=1,14838

Observatie. Din paragraful 2.1. obtinem valoarea exacta a integralei:
1
I= J.Ol\/l+x2dx:§\/ 1+x° +%ln(x+\/1 +x° )
0
V21

=_+—1n(1+ﬁ)=1,14779
2 2

1

0

Eroarea de calcul este de ordinul 107
I1-1=0,00059=10"

Sa evaluam eroarea R cu ajutorul relatiei (2). Avem
f(x)=\/l+x2, xe[O,l]
f"(x)z%, Vxe[O,l]

(1 +x° )E
Intrucat /" pe [0,1] rezult:
1
M, = ! = f"(0)=—==0,3535
=gl ol-r 0=
astfel
1

|R|<0,5353-
12-1000

=0,000029=10"*
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(3) Formula lui Simpson

Pentru a obtine o formula mai exacta se asimileaza profilul curbiliniu cu un
arc de parabola. Fie o banda verticald marginita de functia continua
y=f(x),axa Ox sidreptele de ecuatii x=—h si x=h

Daca h este suficient de mic, curba y = f(x) se poate inlocui cu arcul de
parabola:

y:ax2+/5'x+7/ (1)
care trece prin punctele 4(-4,y_,),B(0,y,) si C(h,y,). Atunci integrala:

h

I = th f (x)dx

este aproximativ egala cu
h 5 ax’  px’
ax’ + fx+yldx=| —+"—+yx

R ]

Luand succesiv valorile particulare x=-4,0,4 se obtin

yo=ah’=ph+y, y,=y, y=ah’+ph+y
De unde rezulta

x=h

=2T“h3 +2ph 2)

x==h

Va=2Yo+tn

3
i 20 )
Inlocuind (3) in (2) vom obtine:

[ r(x dX~—h (3o =220+ 2,)+ 23k

V=DYo» &=

sau I_h f(x)dx = g( v +4y,+»)| (formula lui Simpson) ))
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Aplicatie.

Sa se aproximeze cu ajutorul formulei lui Simpson:

T
1 =.[2”cosx dx
2

Solutie. Aici h =%, y,=0, y,=0, y,=0.

1~7(0+4+0)=2" ~2,07
6 3

Valoarea exacta este:

a T
Izﬂcosx dx = sinx|2,r =2
2 2

y
A
/
i
T 0] z x
2 2
Observatie. Cu o translatie de axe, formula lui Simpson se mai poate scrie
b h a+b
Lf(x)dx=§{y(a)+4y[7)+y(b)} (%)
b—a

unde y=f(x), h=

2
Pentru a Tmbunatati precizia de calcul, se considera o diviziune A a

intervalului [a,b] formata din 2n puncte:

b—a
x, =a+kh, unde h= .
2n
Conform proprietdtii de aditivitate ca functie de interval a integralei

definite urmeaza:
Lbf(x)a'xz bz—na{f(x0)+f(x2n)+4[f(xl)+f(x3)+...+f(x2n1)]4—
+2[f(x2)+f(x4)+...+f(x2,172)]} (6)

Presupunand ca derivata de ordinul IV a lui f exista si este finitd, eroarea
de calcul se estimeaza dupa relatia:
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M4(b—a)5

R|< , unde M, =sup |/ (x (7)
2 180(2n)" t T a] ()‘
Exemplu. Sa se aproximeze integrala :
o
0l+x

folosind formula lui Simpson pentru n=5 cu trei zecimale exacte.

Solutie. Avem n=5, a=0, b=1, f(x):%, xe[0,1].
+Xx

Se calculeaza f(x,,) si f(xy,), (k =1,_5) s apoi se centralizeaza datele

intr-un tabel:

X f(xi)
0,0 1,0000
0,1 0,9091
0,2 0,8333
0,3 0,7692
0,4 0,7143
0,5 0,6667
0,6 0,6250
0,7 0,5882
0,8 0,5556
0,9 0,5263

1 0,5000

Aplicand formula lui Simpson obtinem succesiv:
1= lﬂ = i[(1 + 0,5) + 4(0,9091 +0,7692+0,6667 +0,5882 + 0,5263) +
°T+x 30

+2(0,8333 +0,7143 40,6250 + 0,5556)] =
= 0,0333(1,5 +4-3,4595+2- 2,7282) =0,0333-20,7944 =0,69307

Valoarea exacta este:
[ b _ In(x+1)] =In2=0,693147
1+x 0
Eroarea de calcul este
R=6-107
Daca evaluam eroarea R dupa formula (7), atunci pentru f'(x)=1In(1+x)

avem ") (x)= —%. Cum functia x — ‘f(”’) (x)‘ este strict

(1+x)
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descrescatoare pe [0,1], rezultd cd sup

0<x<1

Astfel cu inegalitatea (7) putem scrie:

|R|S18(6):04 -3107

Exercitii rezolvate

1. Sa se aproximeze integrala:
I = 1dx_
01+x

7] =]r"(0)|=6

folosind formula trapezelor pentru x =10 puncte.

< G . | .
Solutie. Evaludm valorile integrantului y = f(x)= T in punctele
+x

X, (i = 1,10) cu o precizie de pana la patru zecimale, apoi centralizam datele

in tabelul de mai jos:

X, I+x,

1

1
1+x,

Vi

0,0000 1,0000
0,1000 1,1000
0,2000 1,2000
0,3000 1,3000
0,4000 1,4000
0,5000 1,5000
0,6000 1,6000
0,7000 1,7000
0,8000 1,8000
0,9000 1,9000
1,0000 2,0000

1,0000
0,9091
0,8333
0,7692
0,7143
0,6667
0,6250
0,5882
0,5556
0,5263
0,5000

Utilizdnd formula trapezelor obtinem:
= dx _1((1,0000+0,5000
°T+x 10

+0,6667 +0,6250 +0,5556 + 0,5263)
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Estimim eroarea de calcul. Intrucat:

"(x)=—2 xe
r-gis xelol)

iar |f”(x)|£2, Vxe[0,1] gasim:

2 1
|R|<——=—-<0,0017
12-10 600
Sa observam cd valoarea exacta datd de formula lui Leibniz-Newton este:
1= [-% _nyf =In2~0,69315
0]+ x 0

iar 1, -1=0,0007 i.e. acuratetea de calcul este de trei zecimale exacte.

2. Evaluati cu ajutorul formulei lui Simpson integrala:
0,1x

L5¢e
J‘O,S X dx
cu o precizie de patru zecimale.
Solutie. Pentru a determina valoarea 2n care ne asigura precizia cerutd, vom
calcula mai intai "’ (x). Derivam succesiv:

eO,Ix

f(x)= , xe[O,S; 1,5]

gasim:
0,1x P x ]
7 (x) = S5-(0,0001x* ~0,004x" +0,12x° +24) EQ&“
X X
unde P(x) este polinomul din paranteza. Pe intervalul [0,5; 1,5] functia
¢(x)=e"" este strict crescatoare si atinge valoarea maxima in n=1,5 astfel
ca:

p(1,5)=e""" <1,2

gy 1 ' .
Pe de altd parte, —<(1,5)", VkeN, iar apoi:
X
P
| (x)|s0’0001+0’0?4+0’132+2;:‘+§3
* | X x x XX

<0,0002+0,016+0,96 + 38,4 + 768 <808
Prin urmare:
P
[ ) <[22

5
X

" <1,2-808 <1000
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de unde rezulta ca:

M, = sup |£)(x)=1000

0,5<x<1,5
Avem de calculat o integrald cu o precizie de patru zecimale. Pentru a ne
asigura de o asemenea precizie cerem ca inegalitatea:

Rl<—-107=5-10"
[R<5-10 <5107

sa fie satisfacuta. Inegalitatea (7) revine la:

5
1 10004 <5.10°

180(2n)
de unde rezulta ca:

2n>19
Alegem 2n =20, iar pasul de integrare 4 va fi:

_b-a_1_ 0,5
2n 20

o0 precizie mai buna arata ca pentru 2n = 20,

|R|<3,5-107°

Daci calculam y, = f(x,) cu cinci zecimale exacte i.e. cu o eroare ce nu

depaseste 107, atunci eroarea finald de calcul nu va fi mai mare de 107,
Rezulta ca:
|R|<4,5-107° <0,0001.

0,1x

Completam tabelul de valori al functiei y = in punctele intervalului

[0,5; 1,5] cu pasul ~=0,05.

X, 0,1 x, e v,
0,50 0,050 1,05127 2,10254
0,55 0,055 1,05654 1,92098
0,60 0,060 1,06184 1,76973
0,65 0,065 1,06716 1,64178
0,70 0,070  1,07251 1,53216
0,75 0,075 1,07788 1,43717
0,80 0,080 1,08329 1,35411
0,85 0,085 1,08872 1,28085
0,90 0,090 1,09417 1,21574
0,95 0,095 1,09966 1,15774
1,00 0,100 1,10517 1,10517
1,05 0,105 1,11071 1,05782

LoV UN R WN—O
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12
13
14
15
16
17
18
19
20

1,10 0,110  1,11628
L,L15 0,115  1,12187
1,20 0,120  1,12750
1,25 0,125  1,13315
1,30 0,130  1,14454
1,35 0,135  1,15027
1,40 0,140  1,15604
1,45 0,145 1,16173
1,50 0,150  1,16183

1,01480
0,97554
0,93958
0,90652
0,87602
0,84781
0,82162
0,79727
0,77455

Pentru a pune in evidenta valorile f(x,,) si f(x,,,) vom pune datele

intr-un tabel de forma:

N e I  a rE RS9 hWN—O

0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,80
0,85
0,90
0,95
1,00
1,05
1,10
1,15
1,20
1,25
1,30
1,35
1,40
1,45
1,50

Vi
pentru pentru

i=k
2,10254

1,92098

1,64178

1,43717

1,28085

1,15754

1,05782

0,97554

0,90652

0,84781

0,79727

0,77455
2,87709 12,02328

pentru i =2k +1

1,76973
1,53216
1,35411
1,21574
1,10517
1,01480
0,93958
0,87602

0,82162

10,62893
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Utilizand formula lui Simpson avem:
0,1x

[~ —(2,87700+ 4.12,02328+2+10,62893) =
05 x 60

— L 7222807 =1,2038
60

Exercitii propuse

1. Sa se calculeze utilizand formula lui Simpson:
Zsinx

[
4 X

cu o precizie de trei zecimale.

R: 0,601

Indicatie. Se estimeaza ‘ f (W)(x)‘ pe intervalul [%, %} si se alege 2n=6.
2. Sa se calculeze utilizand formula trapezelor:
J.le""2 dx
0

cu o precizie de trei zecimale.

R: 0,7462
3. Sa se aproximeze cu ajutorul formulei lui Simpson integrala:
1,36
Jyas £ ()

daca integrantul este definit de urmatorul tabel:

X ,os 1,10 1,15 1,20 1,25 1,30 1,35
f(x) 236 250 2,74 3,04 346 398 4,6
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3. APLICATII ALE INTEGRALEI DEFINITE
IN GEOMETRIE

3.1. Calculul ariilor suprafetelor plane definite
in coordonate carteziene

a) Fie f:[a,b] >R continua si pozitiva pe [a,b]. Notam:

r, ={(x,y)|a£x£b, OSySf(x)}
Atunci multimea I', este marginitd i are aria:

aria (Ff)z I:f(x)dx
y y=f(x)

7

a QO b X

b) Fie 1, g:[a,b] >R continue si pozitive pe [a,b]. Notam:

F_/.’gz{(x,y)|aﬁxﬁb, f(x)SySg(x)}

Atunci multimea ', , este marginita i are aria:

aria(l“fﬂg)=I;(g(x)—f(x))dx
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c) Fie curbele plane definite prin ecuatiile implicite:

(C]):F(x,y)zo

(CZ): G(x,y) =0
Daca abscisele punctelor de intersectie ale celor doua grafice sunt x=a si
x=b, cu a<b, atunci multimea I', ; marginita de curbele F(x,y)=0 si

G(x,y)=0 are aria egala cu:

. b
arla(FF,G ) = L (g(x) - f(x))dx
unde y = /'(x) si y=g(x) sunt ecuatiile explicite ale curbelor (C,),

respectiv (C,).

y=g(x)

y=f(x)

Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze aria(F

f), pentru:
f:[O,l] >R, f(x) =xe "
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Solutie. Pe [0,1] functia x> xe™ este continua si pozitiva, iar multimea:
r, ={(x,y)|0£x£1, OSnye’X}
este marginitd. Atunci integrand prin parti avem:

aria (Ff ) = Jol xe “dx=—xe” ; + jol eldx=—e" (x + 1)|:) =1 —g

e

2. Sa se determine aria unui cerc de raza r.
Solutie. Fie cercul C, de ecuatie:

(C

r

): X' +yt=r

(—r,O) 0 (r, 0) X

Fie /:[0,r] >R f(x)=+r’—x’. Atunci fcontinua si pozitiva pe [0,7], iar
multimea:
I, ={(x,y)|0£x£r, 0< y<A/r? —xz}
este marginita si are aria egala cu:
aria (Ff ) = Ir\/rz —x’dx
In plus, este evident ca:
aria(C, )= 4aria(Ff )
Prin urmare, este suficient sa calculam aria(l"/ ) Efectuam schimbarea:
X—t, Xx=rcost..dx=-rsint

0 r
i 0

X

Astfel:
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T
r

2
I\/rz —x’dx =I\/r2 —r?cos’t rsintdt =
0 0

r*sin’ tdt =

O o |y

SR

nr
0

:rzj'gl—cos% t =712 L—lsin2t
2 2 4

0

In final, se obtine:

aria (C(O,r)) =4

3. Sa se calculeze aria elipsei de semiaxe a si b (a,b>0).

Solutie. Fie elipsa de ecuatie:
2 2

X
(E):?+Z—2=1

(~0.0) 0/ (0)

X

Consideram functia: f:[0,a] >R
f(x) =%\/a2 -x’
Atuncim f continua si pozitiva pe [0,a], iar multimea:

Ff ={(x,y)e]R2|O£xSa, Oﬁyséxlaz—xz}

a
este marginita. Atunci:
aria (E) = 4aria (Ff )

unde
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: b ¢a
arla(l“f) =—j Ja* = x*dx
Efectuam schimbarea:
xX—t..x=asint cu dx=acost dt
|o
Jo -
In aceste conditii:

IO \a’ —xzdxzjl(?\/az —a’sin’t acost dt =a2jfcos2t dt =

a
z
2

1 2t 2
=azjz +cos L
o 2 4
Prin urmare:
2
aria(E)=4-2-7m =rab
a

4. Sa se calculeze aria multimii ', , unde:

f(x)lerx—xz, g(x)lerz—xZ, Vxe[O, r]
Solutie. Sa observam ca:
f(x)Sg(x), Vxe[O,l]

intrucat

\/rx—x2 S\/rz —Yemn-x*<r-x <:>r(r—x)20, Vxe[O,r]

Atunci multimea T', , definita prin:

r, ={(x,y)|0£x£r Nrx—x* SyS\/rz—xz}

f.g

este marginita, iar
aria(l"fﬂg ) = J‘Or(\/rz N )dx =4 -4,

unde

4 =I;\/r2 - x"dx,
A, =J.(:\/rx—x2dx.

Din exercitiul 2 rezulta ca:
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Pentru a evalua 4, este suficient sd observam ca integrantul poate fi scris
sub forma:

5] 5]

Efectuam schimbarea:

ror ro.
X—>t..x——=—cost, cu dx=——sint
2 2 2

x‘O r

Atunci:

2 2 2 2
V4 . T, ”1— 2
A2=J. LI cos’t zsmtdt:r—.l. sin’ ¢ de =1 [F22908 2 gy
N2 2 2 4 o 4

2
. i—lsinZt !
412 4

0

deci
2
r
A4, = .
8
Prin urmare:
. ot ot oot
aria (F e ) = — =

4 8 8

Solutie 2. (geometrica)
Notam (C,): y=+r’ —x’, respectiv (C,):y=+rx—x*, x€[0,1], ecuatiile
celor doud curbe plane. Atunci ecuatiile lor implicite se mai scriu si sub
forma:

(Cl):x2 +y =1’ =0,

(C,):x* —rx+y* =0.

Recunoastem aici ecuatiile implicite a doua arce de cerc:

C:x’+y =r’, y>0, xe[O,r],
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0 r X
daca I' este multimea marginita de dreptele x=0, y=0 si curbele (C,) si

(C,), atunci:

aria(l“)ziaria (C,,)—% aria (C, PR ]

J 72'7'2 7Z'I"2 nr
2

5. Sa se calculeze aria suprafetei plane marginite de parabolele:
(R):»*=2px

(P):x"=2py

Solutie. Punctele de intersectie ale celor doud curbe sunt solutiile sistemului:
¥ =2px
x*=2py

(p>0)

x,y=>20, p>0
(x,y20, p>0)

obtinem 0(0,0), 4(2p,2p).
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2
Multimea ', p, ={(X,y)eR2‘Ost2p, ;—SyS1/2px} este marginita si
p

are aria egala cu:
2p

_8p’ 4p

2

_4p’

wia(r,, )= {2 o2

2p x3
o 6p 3

0

6. Sa se determine aria multimii marginite de parabolele:
(R):y* =8(2—-x)
(P):»*=24(2+x)

Solutie. Sistemul format de ecuatiile celor doua curbe:

{yz =8(2—x)

¥ =24(2+x)

are solutiile: (—1,2\/8), (—1 , —2\/6)
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Notam K - interiorul multimii marginite de cele doua parabole. Graficele
celor doud curbe fiind simetrice fatd de Ox rezultd ca este suficient sa
calculdm aria multimii:

Fpp =Ty Oy

ry ={(xy)2<x<-1, 0<y< 242+ x)},
T, ={(xy)l-1<x<2, 0<y< B(2-x)|

Intrucat multimile T',, T', sunt marginite si disjuncte urmeaza ca:

aria (K)=2 aria (FP A ) 2(::1r1a(1}1 )+aria(l“,,2 ))

unde:

iar

Astfel
arla( J. 24 2+x dx = 2\/7 2+x)\/2+x‘:=¥
si

arla( ) J-,/ 2 x =—= 2[2 x)\/i‘ =£

3
In final, obtinem:

aria (K) = %(\E + 1)
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3.2. Calculul ariilor in coordonate parametrice

Fie D R* un domeniu plan marginit de curba (C) reprezentata parametric

de ecuatia: (C): {

(1)

Atunci aria domeniului se calculeaza dupa una din relatiile:

aria(D)=~[" y(1)'(r)di (1)

a

aria(D)zj x(1)y'(¢)dt (2)

aria (D) = % [/ (' =y 3)

unde o si B corespund valorilor parametrului ¢ cand conturul (C) se
parcurge in sens direct (vezi figura de mai sus).

Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze aria elipsei.

Solutie. Elipsa de ecuatie implicita:
2 2
X LY
(E) : ? + b_2 =1
poate fi parametrizata alegand:
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(E): {xzacost (t 6[0,271'])

y =bsint
De aici rezulta ca:

x'=-asint
y' =bcost

xy' —xy = ab(cos2 t+sin’ t) =ab

(-»)

X

iar mai departe:
2

aria(D) = %J.O (xy'—x'y)dt = %J‘:” ab dt = wab

2. Calculati aria suprafetei plane cuprinse intre arcul 4B de cicloida si axa
Ox (vezi figura alaturata).
Solutie. Ecuatiile parametrice ale arcului de cicloida din figura sunt:

— {xza(t—sint)

AB: te|0,2 0
y=a(l-cost) el0.27] (a>0)

y(t)

— D

\

0 2ra x(1)

Cand parametrul ¢ parcurge intervalul [0,27], x variaza intre 0 si 2za. Din

relatia (2) rezulta (pentru ¢ =27z si f=0):
aria(D) = Jﬁydx = —LO ' dt = _f;”a(l —cost)-a(1-cost)dt =

= az_[:ﬂ(l - cost)zdt = azjozﬁ(l —2cost + cos’ t)dt =

:azjz” 1_2cost+m t=aq’ 1—2sint+£+lsin21‘
0 2 2 4

iar in final:
aria(D) =3ra’

27

0

3. Determinati aria domeniului plan marginit de astroida:
2 2 2

O4yi=a
Solutie. Ecuatiile parametrice ale astroidei sunt:
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: (0St£27r)

Fie D domeniul plan hasurat in figura de mai jos. Vom utiliza relatia (3)
pentru calculul ariei.

X=acos’t
y=asin

y

. 1 (27 ' '
arla(D)ZEI (xp'— yx')dt

0
Intrucat:
x'==3acos’tsint -(—y)

y'=3asin’tcost | X

x'y—xy'=3a’ (sin2 tcos’ t+cost* sin’ t) =3a’sin’tcos’ t

urmeaza ca:

2 2
aria(D):3L.[2 sinztcosztdt=3i 27 ] cos2t.1+cos2tdt:
2 Y0 2 J0 2 2
2 2 2
_3a g —dl cos” 2t t=3i " in? 2edt
7 Jo 4 0
2 2 2z 2r
g o 2 8 |2, 8 |
iar in final:
. 3ra?
aria(D) = e
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4. Calculati aria regiunii plane marginite de curba:
X =asint
(C): .
y=bsin2t
Solutie. Atunci cand construim graficul unei curbe definite prin ecuatiile
sale parametrice este util sa tinem seama de simetriile in raport cu axele de
coordonate. In cazul de fata, daca inlocuim ¢ prin 7 —¢, atunci:
x(;r - t) = x(t) si y(7r - t) = —y(z)
1.e. curba este simetrica in raport cu Ox. Apoi daca substituim ¢ prin 7 +¢,
x(z+t)=—x(t) si y(z+1)=y(¢)
ceea ce Tnseamna cd curba este simetrica si in raport cu Oy.

y\

x=asint

y=>bsin2¢

Mai mult, deoarece functiile x=x(z) si y=y(¢) sunt periodice, avand
perioada comuna 27z, sd consideram ca interval de integrare 0<7<2z. Din
ecuatiile parametrice, mai putem observa ca, x si y sunt ambele pozitive

cand ¢t e [0,%}, astfel pentru 7 in acest interval, arcul de curba este situat in

primul cadran (vezi figura de mai sus). Dupa cum se observa din figura, este
suficient sd evaludm aria buclei din semiplanul x>0, care corespunde
variatiei parametrului ¢ intre 0 si 7.

Prin urmare:

aria(D) = 2-.‘07r X'y dt = ZIO”acost -bsin2t dt = 4abJ.0ﬂ sint-cos’ tdt =
sau
3 Va
aria(D) = —4q b2 1| ~8ab
3 o
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5. Determinati aria regiunii marginitd de bucla curbei definita prin:

x=1(6-1)
3 (reR)

t2
=—(6-t
y=2(6-1)

Solutie. Vom localiza mai intai punctele de autointersectie ale curbei.
Functiile x(7) si y(¢) sunt definite pentru orice reR. In punctele de
autointersectie, abscisele si, respectiv, ordonatele coincid pentru diferite

. . A " 1 .. . ..
valori ale lui ¢ Intrucat x(t):3—§(t—3)2, rezultd cd abscisele coincid

pentru =3+ 1. Pentru ca functia y(¢) sd ia una si aceeasi valoare pentru
t=3+ 4 trebuie sa fie satisfacuta inegalitatea:

@(3_4#%(3”), A#0

adicd pentruA=+3. Prinurmarein =0 si t=6.

x(t,)=x(1,)=0 si, respectiv y(1,)=y(t,)=0 i.e. punctul (0,0) este singurul
punct de autointersectie. Cand ¢ variazd in intervalul [0,6] (x(t), y(1))

parcurge arcul de curbd din primul cadran, astfel pentru 0<¢<3, punctul
M (x,y) descrie partea inferioara a buclei, intrucat pentru ¢<[0,3], x(¢) si

3t .. - ..
y(t)=—x sunt functii crescatoare. Asa cum aratd si figura, bucla se
X

parcurge in sens direct astfel ca, utilizdnd formula (3) putem scrie cé:
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o =y =L (3= (6= 1)~ (6=1)2(3=1) =2 (61
2 3 8 3 24

Prin urmare:

. Lpot?(6-1) 1 o 27
aria(D) :Ejo %dt :4_8-[0 (366 —128 + 1" )it -

6. Determinati aria regiunii marginita de buclele curbei definite implicit de
ecuatia:

9y° = x(3 — x)2
Solutie 1. Se observa ca curba taie axa Ox in punctele x=0 si x=3. Din
9y? . o . - C 1 .
x=—2 x#3 rezultd cd x>0, iar dacd se schimbd y — —y, ecuatia nu

(3-x)"

o modifica, prin urmare graficul este simetric fatd de Ox (vezi figura):

y A

0
t=0

Vom face o parametrizare a curbei date, alegand:

x:

y—{l—ﬁ] ze[o,ﬁ]
Cum

x' =2t

y'=1—12
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Aplicam formula (3):

) s, N S P 2 r _
arla(D)—EJ.O (xy —yx )dt_EJ.o {t (l—t )+2t2(1_?ﬂdl_

\/’ 2
:—lIBz2 1+ t:&
270 3 5

Solutie 2. Ramura superioara a buclei este datd de functia:

y(x)Z\/;[l—gj, xe[0.3]

Atunci:
. 3 X

arla(D) = 2_[0 \/;(1 _Ej
Schimbam:

x>t Alx =t ze[o,\@] cu x=£> si dc=2tdt
astfel:

2
aria(D) = 2J‘ﬁ2t2 l—t— dt = &
0 3 5

7. Calculati aria suprafetei plane marginite de cardioda de ecuatii
parametrice:
{xzacost(l-#cosl)

0
y=asinl(l+cost) (a> )

ny

y

C

Solutie. Intrucét x(t) si y(¢) sunt functii periodice avand aceeasi perioada

T =2x, este suficient s consideram intervalul [—7:,7:]. Curba este simetrica
in raport cu axa Ox, intrucat x(—¢)=x(¢) in timp ce y(-z)=-y(¢). Pe de
alta parte, y >0 pentru 0<¢<r.
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Functia u=cost, pentru 0<z<rx descreste dela I la —1, iar abscisa

2
x=au(l+u) =a|:—%+(u +%) } descreste de la valoarea x|u:1 =2a la

a . . - - -
valoarea XL,} 1=-7 si apoi creste catre x|u:7] =0. La fel se poate ardta ca
2
. o . Y/ -
ordonata y este o functie crescatoare pe intervalul 0<¢< 3 si descrescatoare

pentru %S t < 7. Curba este reprezentatd in figura de mai sus. Sageata

indica sensul de crestere al lui ¢.

Corespunzator relatiei (3) vom calcula x'(¢) si y'(¢):
x’=—asint(1+ZCost) .(_y)

y'=acost(1+cost —sint) | -x

xy'=x'y=a’ cos’ t(1+cost —sint)(1+cost) +
+a’sin’ (14 2cost)(1+cost) = 4a’ cos® L

Apoi, relatia (3) ne da:

2
aria(D) = %J‘_ﬂ”(xy’ —x'y )dx = 2azj._ﬂ”cos4 %dt = 2a2J._ﬂ”[1 al ;()Stj dt =

+_J- 1+cos t }:

=a_22J”;(l+200st+cos2 t)dt =a72{(t -

2
za® 3ra
2

Exercitii propuse

1. Sa se calculeze aria sectorului de cerc O4B de razd r si cu unghiul la
centru de masura 6. Sa se deducad de aici aria cercului:

2
R: ﬁ
2
Indicatie. AB: {; z :(:r: (0<1<6). 4= %J‘:(xyr —x'y)dt.
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2. Fie elipsa de ecuatii parametrice:

X =acost

(E): { . tE[0,272']
y =bsint

Sa se calculeze aria sectorului de elipsa OAM, unde punctelor A si M le

corespund valorile =0, respectiv t=6 iar 0 este centrul elipsei. Sa se

deduca de aici aria elipsei.
dab

2
.. Leo, ,
Indicatie. A, ZEIO (xy'—x'y)dt

R:

Y
/ S\ A(1=0)
N ‘

3. Fie parabola de ecuatie y=x*, xe[0,4].
a) Sa se determine aria multimii:
Dz{(x,y)E]Rz‘OSxSﬁ, OSnyz}

b) Sa se parametrizeze convenabil ecuatia parabolei si sd se calculeze

aria(D) utilizand formula (2) corespunzatoare acestei parametrizari.

3
R: a) aria(D) =?
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)\2

/-D

0 A X

R: a) {;Z; (r[0,4]). aria(D):J'O‘xy'dl

4. Sa se calculeze in doud moduri aria multimii D, unde:
Dz{(x,y)E]Rz‘ny, y2x2}
1

R: —
6

Metoda 1. aria(D):J.I(x—xz)dxzé

0

)

X
Fig. a)
Metoda 2. aria(D) =aria(AOAB)~aria( 04B0)
Fig. a) Fig. b)
Ay
B y B
/ M
0 A X O A X
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pu— =1 .
OB: {x aria(AOAB) = J.;xy'dt=% (vezi Fig. a)

OMB : x=t aria(OABO)—I]x 'a’t—l (vezi Fig.b)
|y=r T3 &

5. Sa se calculeze aria regiunii plane marginite de parabolele y* =2px si
x*=2py, (p>0) reprezentdnd curbele ce compun frontiera domeniului in

coordonate parametrice.

2
R: 4p
3
Indicatie.
Y
M
2p B
v =2px | A
(0] x* \=2py X

Conturul domeniului D (vezi figura) se parcurge in sens direct pe arcul

OAM si in sens invers pe arcul OBM. Parametrizarile celor doua arce sunt,

respectiv:
t2
— | Xx=— 2
OBM:|" 2p 0<1<2p, SOBszosz'ydt=4p
y:
x=t
— w . 8p*
OAM : £ 0<t<2p, Sou =] xy'dt =
y=-— ’
2p
4p°
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6. Calculati aria regiunii plane marginite de curba definita parametric prin:
X =acost
s (a,b > 0)
y=bhsin"t

R: E7mb.
4

Indicatie. Curba este simetrica in raport cu axele de coordonate pe care le
intersecteaza 1n punctele x=+a si y=+b. Conturul se parcurge in sens
direct de la =0, unde x(0)=a panala x =27, undex(27z)=a (vezi figura).

aria(D) = %J‘OM(xy' —x'y)dt = "—zbj:”(z +cos2t)sin’ ¢ dt.

7. Calculati aria suprafetei plane marginite de curba definitd parametric de

ecuatiile:
x=asin’ ¢t
y=bcos’t
si axa Oy.

dab

5
Indicatie. Curba se parcurge in sens invers de la =0, cand punctul de pe

R:

curba are coordonate x(0)=0, y(0)=b, pana la =z, cand punctul are

coordonatele x(7)=0, y(z)=-b trecand prin x(%) =a, y(%) =0.
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aria(D) = —%Jj(xy’ —x'y)dt = —%ab.“oﬁ cos’ #(cos 2t —5)sint dt

sau 1n final:

aria(D)z%.

Yy

b

t=0\.D

\ s
2 X

0 a
—blt=rx

8. Determinati ariile suprafetelor marginite de buclele curbelor:
a) x=t"-1, y=£—t

b)  x=2-1, y=2-r

c) x=t, y=—(3—t2)

4
a) R: —
) 15

Indicatie. Curba este simetrica 1n raport cu axa Ox pe care o intersecteaza

de doua ori 1n origine pentru ¢ =+1. Mai departe:

0

aria(D) = %J._l(xy' —x'y)dt = %J’i(_ztz )(tz - 1)dt
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8
b) R: —
) 15

Indicatie. Punctele de autointersectie se determind din conditiile:
x(t)=x(t,), y(t)=y(t,) (vezifigura). Insi, y(¢)=1x(t), astfel cd pentru

t,=0si ,=2seobtin: x(0)=x(2)=0, y(0)=y(2)=0. Prin urmare:

aria (D) = % [[ (' =yt = % [[(2+2)d

¢) Indicatie. Punctele de autointersectie sunt 7 =++/3. Curba se parcurge in
sens invers pe drumul 4MONA incepand cu valoarea r=—+/3 si terminand

cut=+3 , cand revine in punctul 4.
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9. Determinati aria regiunii plane marginita de curba definita parametric de
ecuatiile:
{x =acost

y =bsintcos’ ¢

R: 7r_ab.
4

Indicatie. Graficul se traseaza pe intervalul 0<¢<2x.

408



3.3. Calculul ariilor in coordonate polare

Fie p:[a,f] > R o functie continua si nenegativa si:
D= { (6.p)eR’|a<0<p, 0<p<p(9)}

Atunci:

aria(D) = %I:p(ﬁ)dﬁ

Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze aria unui sector de cerc de raza r si deschidere 6.
Solutie. Ecuatia cercului in coordonate polare este:

p(0)=r, 0€[6,6,]

Atunci multimea:
={(0.p)e®|0,<0<0,, 0<p<r|

are arie, iar
(92 -6, )r2
. 2
In particular, daca 6, =0 si 6, =0, deducem ca aria unui sector de raza r si
deschidere (unghi la centru) 6 este:
or

A =2—
)

aria(D) =% :2 rd6 =
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pentru =27 se obtine aria cercului:
A, =71’

2. Sa se calculeze aria cardiodei.
Solutie. In coordonate polare, cardioida (vezi figura de mai jos )are ecuatia:
(C) p(@)=a(l-cos), Oe[-m,x]

D

Consideram:
D={(0,p)|0£ 0<r, OSpSa(l—cosH)}.
Atunci:
aria(D)=2aria(D)= joﬂpz (6)d6 = azjoﬂ(l —cos 9)2d¢9 =

= azjoﬂ(l —2cos 8+ cos’ H)dH =7a’* —2a’sin €|g +

2 2 4
+—sin26| =
4 0

3za’
2

71 2
+c;>s o 749:7mz+”§

+a’
0

Asadar, aria cardioidei este:

3za®
S

aria(D) =
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3. Sa se gaseasca aria determinatd de o bucla a lemniscatei.
Solutie. In coordonate polare, ecuatia lemniscatei este:

p=av2cos20, 0e[0,2z], a>0

iar
z 2 7 z
aria(D) = lj. “p’(0)do= a—J- 4 cos20d0=a’ sin20‘ ‘“=a’
27 2 r
4. Sa& se gaseascd aria regiunii plane situate in primul cadran si marginita de
parabola y* =4ax si de dreptele de ecuatii y=x-a $i x=a.
Solutie 1. Fie D domeniul determinat in conditiile din enunt (vezi figura).

b:=(3+2\/§)a=(1+\/§)3a
Dz{(x,y)eRz‘anSb, x—aSy§2\/a}
Atunci:

aria(D)zJ‘:(%/a_(x_a))dxzzﬁb\@;a\/z_(b—a)z )

2

2
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=ga2(5\/§+6)—4a2 3+§ﬁ :2a2(1+§\/§j

Solutie. Vom introduce un sistem de coordonate polare avand polul
(originea) in punctul F(a,0)—focala parabolei si alegem directia axei
polare in sensul pozitiv al axei Ox. Ecuatia parabolei va fi:

p

1—cosé
unde p este parametrul parabolei. In acest caz p =2a, astfel ca in conditiile

p:

problemei, parabola va fi datd de ecuatiile polare:

2a
= , -n<0<r
1—cos®

iar dreptele de ecuatii y=x—a $i x=a Vvor avea ecuatiile polare 9= %,

. T . . . A
respectiv 6 = > Prin urmare, domeniul hasurat scris in coordonate polare

va fi:
2a
A=1(0.p)eR}E<o<Z, 0<p< }
{( p)e ‘4 2 » 1—cosé
1ar
1.2 z do
aria(A)=—1|2 p* (OO =242 ——
(4) 2-‘%10( M '[% (l—cosé’)2

Insd 1-cos®=2sin’ g, astfel ca:

2 T
aria(A)z%E df
4 qint 2

sin 5

Mai departe, tinem seama ca:

! =— 2 (ct g],——2(l+ct 2@) ct Q'
40 .20 ) 52 2

sin” — sin
2 2

Schimbarea de variabila:

-z ctg% =z, (ctggj df=dz
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a r

0 4 2

T

ctg=—

z| 1 . &3¢
conduce la:

aria(A) = azj.:gg(l +27° )dz =a’ [[ctg% + %ctg3 %) - (1 + %ﬂ

Insa:
i [ 2
4

Prin urmare:

aria(A) = @’ [(1+\5)(1+(1+ﬁ)2)—ﬂ =2a2£1+§\/5J

5. Sa se determine aria domeniului plan marginit de curba p=2acos36 si
exteriorul arcului de cerc p=a.
Solutie. Functia 6 — 2acos36 este periodica, avand perioada principald

2 e n . . .
T = Tﬁ, astfel ca 1n intervalul —z <@ <z raza vectoare descrie trei bucle de

arii egale. Sistemul de conditii:

p =2acos30
p=a

conduce la inegalitatea:
2cos36>1

satisfacuta pentru € in intervalul:

K Yk 7 2k

, keZ
6 3 6 3
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Pentru k=0 raza vectoare p=p(6) parcurge regiunea [OMLNO]

corespunzatoare primei bucle. i.e. multimea:
{(0,p)| —%S 0 S%; 0<p< 2acos30}
care se va intersecta cu multimea:
- v
0,p))—<O<—, aLp<+o
{( Pl ==y, azs }
Rezulta ca aria domeniului:

Kz[MLNM]z{(H,p)|—%S9S%, a£p£2acos3¢9}

Este:
1.2 a’ z a’ %
aria(K)=—[".(4a’ cos’ 30— a* )d6 = —| 4[°,cos’30 dO -0
22 2| = 2
9 9 _r
9
Insa:
jicos23ad@:ji%@:zﬁ+ism6eg -
-z 2 9 12 =
2 12w 2m N3

6 3 9 12
astfel ca, dupa efectuarea calculelor se obtine, in final:

aria(K) =a’ £+£
9 6
de unde rezulta si aria intregii regiuni hasurate:
2| 7 \/g
a | =—+—
3 2

Observatie. Coordonatele punctelor M si N se obtin in sistemul:
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P =2acos30
p=a
si ludnd & =0 in solutia generala:

9:i£+21<_ﬂ.
6 3

6. Sa se determine aria domeniului plan marginit de cercurile:
(C): p=acosd
(C,): p=bcosb, (b>a>0)
Solutie. Pentru k>0 ecuatia p=kcosé este un cerc de raza k (vezi figura).

f1
2

oNJZ Jk X
2

Prin urmare regiunea cuprinsa intre cercurile p=acosf si p=bcosf este
reprezentatd in figura de mai jos drept multimea:

K={(0,p)|—%£«9£%, acosHSprcosH}

De aici urmeaza ca:

z
2

aria(K) =%Uza2 cos’ HdH—J?%y cos’ @ dHJ Z%(lf —a2)=

unde s-a tinut seama ca:

T

T 2 3
[Pl 7. Lhin2g =2
272

0 2

P,r cos’0dO = 2]050052 0do=2
2

0

7. Sa se determine aria figurii plane marginite, curbele
(C): p=3v2acosd
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(Cz): p=3asinf
Solutie. Asa cum am vazut la exercitiul 6 curba p=kcosd este un cerc
definit de multimea X,. Prin urmare cercului (C,) ii corespunde multimea:

K, = {(9,p)| —%S HS%, 0<p< 3\/5ac056’}
Pentru a reprezenta curba (C,) sa observam ca:

sin@ = cos(% - 6’) =cos@’

unde 6" = % — 6. Astfel, curba (C,) reprezinta tot un cerc, intrucat:
(C,): p=3cost
si corespunde multimii:

K, ={(0*,p)‘—%30* S%, OSpS3acos0*}={(6’,p)|03037r, 03p£3asin0}

Astfel, domeniul K=K, nK, este reprezentat de regiunea hasuratd din
figura de mai jos:

p=3asind

o= 3\ 2acos 6
0, = arctg 2

Punctele de intersectie ale cercurilor (C,) si (C,) sunt solutiile sistemului:
p =3asinf
{0 =3a+/2 cosd
1.e. polul O si punctul B(arctg\/i, a\/g).
Notam S =aria(K). Atunci:

S= SOABO + SOBCO
unde:
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1 ¢Z
SOAB():Ejgjpz(e)de:%j cos’ 0 do =

9a (1 +c0s26)d0 =

2
=9L [%—arctg«/_j —sm29

2

2
=9i E—arctg«/i—lsin 26,
2\2 2

o
unde sin26, se evalueaza in modul urmator:
din 6, = arctg~/2 avem tg 6, = V2, apoi:

2tg 6, _2\52_2\5

tg26, = =
ST g, 1-2
Pe de alta parte:
in” 26, .
1g220, =8 <> —— 0 —g 5 5in26, =—
1-sin” 26,

de unde tindnd seama ca 6, € [0,%), avem:

2f

sin26, =

iar in final;
9% ( x \/E
S =——| ——arct f——
04BO 5 (2 g 3 j
Apoi:

n"0do=—| ———df=
2 90 2

2 2
= 9%(arctg\/i —%sin290] = %(arctg\f —gj

Insumand cele doua arii obtinem:

S =¥(7r—arctg\/§—\/5).

9a’ 9a® 6 1—cos26
Socso ___[

8. Sa se determine aria domeniului plan marginit de cercul p= \/5 sinf si
cardioda p=1+cosé.
Solutie. Punctele de intersectie ale celor doud curbe sunt date de sistemul:

{ p= J3sin@

> =1+0030 (0<o<x).
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p:«/gsinﬁ

Eliminand pe p intre cele doud ecuatii rezulta:

ﬁsin@—cos@zl@gsinﬁ—%cosﬁle

o, rT_Z T
1 T 9:_
sin[@—%)z%@ 6 g <3
0,%:%’ 0,=r

D - 3 . . .
De aici gdsim corespunzator p, =3 st p, =0. Astfel, punctele de intersectie

ale celor doud curbe sunt polul O(,0) si punctul B(%,%)

Notdm K — domeniul plan hagurat din figura de mai sus. Atunci:
K=K, UK,

unde:

r

K, =[OBC0]:{(9,p)eR2\oses 3

R Oépéx/gsinﬁ}
iar
K, =[OABO]={(9,/J)GR2‘%£0£”, 0Sp£1+cos€}

De aici se obtine:
aria(K ) =aria (K, )+aria(K,)

unde:
. 1 * 12, 3¢5
aria (K, ) =5j03 p*(6)d0 =5j03 3sin’0 dO =Zj03 (1-c0s20)d0 =
E LA P :i[z_ﬁj
403 2 o | 43 4
iar

aria (K, ) = %j,’,’pz (0)do = %J‘Z(l +c0s0)’d0 =
3 3
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=l_f,7,r(1+2cose+cos2 9)0’9=l (ﬁ—£j+28i1’19

7[\/572’1
2

+lJ:(l+00529)d9j=———+—+—sin26’
22 3 6 8 x

N
[\S]
[\
—_
(@)

Insumand cele doua arii obtinem:

aria(K) =%(7r—\/§)

9. Sa se determine aria regiunii plane marginite de bucla curbei:
¥’ +y’ =3axy (foliul lui Descartes)
Solutie. Trecem la coordonate polare alegind:

x=pcosd
y=psinf

Atunci ecuatia curbei se va scrie:
3 3 .3 2 :
P (cos 6 +sin 6’)=3ap cos@sin @

sau
_ 3asinfcost 3asin 20

p= cos’ 0 +sin’ @ - (cos&—i—sin 0)(2—sin 2«9)

De aici rezultd ca pentru p=0, =0 sau 0= %, iar p — 4o pentru 6 237”

sau 6= —%. Prin urmare, curba are ca asimptota, o dreapta de panta m =—1,

a cdrei ecuatei este y =-x—a (vezi figura).
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Corespunzator intervalului 0<6 s%, bucla se gaseste in primul cadran, iar

multimea:

B ) V4 3asinfcos b

este marginita si aria sa este:

1.[%,02(9 _I 9a’ sin” O cos’ 6
0

S —_ —
o2 (cos 6 +sin’ H)

~d0

Se observa ca dreapta y =x este axa de simetrie pentru bucla data, astfel ca:

4

0 (cos3 6 +sin’ 9)2

K3 2a2 2
_[ :902J~ sin” @cos” 8dO
OCAO

S 04BCO —

Integrantul se mai poate scrie si sub forma:
sin”fcos’@  tg’d 1
(cos3 6 +sin’ 9)2 (1 +tg’ 9)2 cos” @

Urmeaza schimbarea de variabila:

0>z . tgefd=z cu =dz
& cos’ 0
T
0 | 0 7
zlo 71
care ne conduce la:
1
N 3a’ 3a> 3a’
SOABCOZQaZ_[() 2 =_1 3| =3a2—7=7
(1+Z ) tz |0

10. Sa se determine aria regiunii plane cuprinse intre curbele de ecuatie:
(C): p=a(l—cosd)
(C,): p=acosd
Solutie. Curbele sunt reprezentate In figura alaturata, iar regiunea hasurata
este notata cu K.
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Se rationeaza ca la exercitiul 8. Punctele de intersectie dintre cardioda (C,)

si cercul (C,) sunt solutiile sistemului:

=a(l-
{p a(l=eos0) (o< peam)
p=acosl

Eliminand p intre cele doua ecuatii obtinem:
1—cosf =cosf

sau
2acosf =1

deunde 6 == si 9, =-~.
1 3 s 2 3

De aici rezulta mai departe:
a

P =P ZE
Mai mult, pentru p=0 se gaseste &=0. Astfel punctele de intersectie ale
celor doua curbe sunt polul O, A(%,%) si B[—%,%). Multimea K este
formatd din doud bucle 040 si OBO identice si simetrice fatd de axa
polara. Este suficient sd calculdm aria buclei 040 situatd in primul cadran,
i.e. aria multimii K, U K,, unde:

K, E[OAO]:{(&,p)GRZ‘OSQS%’ OSpSa(l—cos&)}

T

K, =[OBO]={(0,/))GR2‘§S0S 5

, OSpSacose}

Avem:

a

2 7 2
aria (K, ) =%J-03p2 (6)d6 =%I§(l—cos«9)2 do =a?_|.0§(1—200519+cos2 0) =

2 k4 2
-4 ﬁ_zsinﬁJrJ'aMde _4 E—ﬁ+£+lsin2—ﬁ
3 0 3 6 4 3

2 3 2 2
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212 8 ) 212 8
Apot:
4 2 7T 2 z
aria (K, ) =—[2a’ cos’ 0 d0 =" plreos20,, ol z T LGnog)
d 2 212 3 :
@z 3
216 8

de unde rezulta in final ca:

aria (K ) = 2[ aria (K, ) + aria (K, ) =a2(2—ﬂ—\/§)

Exercitii propuse

1. Sa se gdseasca ecuatia cardiodei de ecuatie:
p=2r(1+cos€), r>0

R: 611

2. Sa se determine aria domeniului plan marginit de curba de ecuatie:

p=acosl

2
nwa

4

R:

. . « . a . .
Indicatie. Curba reprezinta un cerc de raza > ce trece prin pol si este

simetrica fata de axa polara 6 e [—%,%}
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3. Sa se determine aria domeniului plan marginit de curbele:
(C)): p=32acos

(C,): p=3acosé

Ira’
4
Indicatie. Se tine seama de exercitiul 2. Regiunea dintre cele doua cercuri
este domeniul K hasurat in figura alaturata.

R:

K

2a

4. Sa se determine aria regiunii plane marginite de cercurile:
(C): p=acosd
(C,): p=bsiné (a>b>0)

Indicatie. Notam § aria regiunii hasurate (vezi figura alaturata).

p=bsing

0, = arctg b
a

Atunci:

J ) a’( ab b
S =S8,.50 + Sopco Unde S, ZEIO a’cos’ 0 do 27(& AyE +arctgg)

iar

5. b*( 2ab b
Sosco = J-Hj b*sin’ 0 d6 = T(W +r— 2arctg;)
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5. Sa se determine aria regiunii plane marginite de cercul p=a si cardioda

p=a(l-cosb)

R: 2a2(5—”—1)
8
r

Indicatie. Punctele de intersectie ale celor doua curbe sunt M ( 5 Oj si

N (—%,Oj. Fie S aria multimii hasurate (vezi figura). Atunci:

S =aria(K, ) +aria (K, ),
unde:

2
aria(Kz) = 2(%I:a2d9j — 7[;1

2

aria (K, ) = 2(%.[02612 (1-cos8)’ dﬁj =ra’

6. Sa se determine ariile regiunilor plane marginite de buclele curbelor:
a) p=acos20

b) p=asin26

2
wa

R: a
)8
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wa

b)

7. Sa se determine aria regiunii marginite de curba:
p=asinfcos’ b, (a > O).

R ra’
32
Indicatie.

0

I
I
I
I
|
I

X
I

8. Sa se determine aria regiunii marginite de curba p=acos’6, (a>0).

R: iﬁaz
32

O X

Indicatie. Curba trece prin pol si este simetrica fatd de axa polara.

- . . .. . A e . . a
9. Sa se calculeze aria regiunii plane situate in interiorul cercului: p=—

2

si marginitd de interiorul lemniscatei lui Bernoulli: p = a~/cos26.
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COMODD
N ALY,

10. Trecand la coordonate polare, sd se calculeze aria regiunii plane
marginite de curba de ecuatie:

(xz +y2)3 =4a2x2y2
Indicatie. Notdam x=pcosf, y=psinf. Se obtine reprezentarea curbei in
coordonate polare:

p =a-sin260

11. Trecand la coordonate polare, sd se calculeze aria regiunii plane
marginite de curba de ecuatie:

x4+y4=a2(x2+y2)
R: 2zd’
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3.4. Lungimea unui arc de curba pland reprezentatd
in coordonate carteziene

Fie (C) o curba plana reprezentata explicit de ecuatia:

(C): yzf(x).
y\
B
N"
| \
| \
o & b

Presupunem [ de clasd C' si fie 4B un arc pe (C) cuprins intre punctele

de abscisd x=a s§i x=>b (vezi figura). Atunci lungimea arcului 4B va fi data

de relatia:

b ’
Ly =] 1+ /7 (x)dx
Observatii. Daca curba (C) este reprezentata de ecuatia:

(C): ng(y) sau x=x(y)
(vezi figura de mai jos), atunci presupunind ca g este de clasd C', lungimea

unui arc 4B pe curba (C) va fi evaluata dupa relatia:

L= iexay
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Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze arcul de parabold y=x’, xeR, cuprins intre punctele
4(0,0) si B(L1).
Solutie. Considerdm functia f(x)=x?, xeR. Intr-adevdr, f eC'(R),
iar f'(x)=2x. Atunci:

ZA’E =Il\/1+4x2dx=lj.l\/a2 +x%dx, unde a =l.
0 2 0

2

& B(1,1)

o 14(0,0) (1,0 X

Dupa cum stim:
I\/az +x2dx=§\/x2 +a’ -k%a2 ln(er\/x2 +a2)

astfel ca:

I =l x‘/xz-i-l—i-lln x—i-‘/x2+l
B4 4 4 4

sau 1in final:

ZTB =%(\/§+ln(2+\/§))

2. Sa se calculeze lungimea arcului de parabold semicubica: y* =x cuprins

intre punctele de abscisd x=0 si x=4.
3
Solutie. Functia f(x)=x? este definitd pentru x>0 (vezi figura), iar

f'(x) =%\/;, xe[0,4].
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Intrucat punctului de abscisd x =4 ii corespund doud valori y=8 siy=-8,
iar graficul este simetric fata de axa Ox, lungimea arcului de curbd cuprins
intre punctele x=0 si x=4 va fi

4
At 9x 204 ox\i| 8
3. Sa se calculeze lungimea arcului de curba:
(C): yzg[e“ +e_“j, xe[O,b]
Solutie. Ecuatia curbei se mai poate scrie si sub forma:
(C): yzachi, xe[O,b]
a
Recunoastem un arc de lantisor (vezi figura):
Y B(b, achéj
a
\_/l
A(0,a) |
I
I
|
0 b X
Avem:
X
'(x)=sh—
Y'(x)=sh-
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iar lungimea arcului 4B va fi:

zﬁ_j,/1+y'2 )dx = j /1+sh2 Ly = jch—dx ash

= a[shé—sh—j = ashé
a a a

4. Sa se calculeze lungimea arcului de curba:
(C): y=Incosx

cuprins Intre punctele de abscisa x=0 $i x = %

Solutie. Arcul de curba este repezentat in figura de mai jos. Intrucat:
y'=—tgx rezulta ca:

\/1+y’2 \/l+tg X =

COSXx

y

Apoi:

[

ct(z_fj
8172
ct r_x X—lnt3—7Z
472 £7%

5. Sa se calculeze lungimea arcului de curba:

Dupa cum stim:

=In

J‘COS)C

asa ca:

I-=In
AB
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X

(C):yzlneeri, x>0.
o —

cuprins intre punctele de abscisd x=a si x=b, (b>a>0).
Solutie. Se observa ca

X 2x 2x 2
y':—%,WwO, far 147 (x)=1+ de :[e HJ

e - (eZX 1)2 e -1
Prin urmare:
e +e
be +1 bchx
L= 1+ dx ln shx
AB J. y J‘ a e _e J‘a S X )ﬂ
2
sau 1n final:
b_ -b
I =ln[e ¢ J
AB el —e
Yy
A
|
| B
|
: |
0] a b X

6. Sa se calculeze lungimea arcului de curba:
1, 1
C) x=—y ——Iny, y>0
(C): ¥=7»" =Sy, y

cuprins intre punctele de ordonate y=1si y=2.

Solutie. Observam ca este mai convenabil sa schimbam rolul lui y si x intre
ele considerand pe y ca variabild independenta (vezi figura).
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3y

19) X
Atunci:
1Y 1Y 7 1
x'(y)zl——, iar (1+x"(y)=,/1+ RSN N | 1 AL .
2 2y 2 2y 2 2y 2 2y
Prin urmare:
4
2 MYy |y 3 1. 3+In4d
Ly = [ J1+x7 ()dy = 1[5+2—]d —[——i——lnyj =S +on2="
1
Y
[0) X

7. Calculati lungimea astroidei definita implicit de ecuatia:
2 2 2

(C) x§+yg =a’, (a>0)

Solutie. Dupa cum stim (vezi figura) graficul astroidei este simetric in raport
cu axele de coordonate si cu bisectoarele unghiurilor formate de acestea.
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Mai mult, este suficient sd determindm lungimea arcului AB cuprins intre
prima bisectoare si axa Ox i apoi sa Inmultim rezultatul cu 8. Astfel, in

primul cadran ecuatia arcului 4B va fi:

3
2 o2Y);
yz(a3_x:§j

unde extremitatile arcului au, respectiv, coordonatele:
a
y LT g. 1¥7¢
. 2 1 .
22 ¥ y=0
y=x
Mai departe:

1ar
202 2) (g
JI+7(x) = 1+x3(a3—x3J=[—j
X
Corespunzétor:
11 1 2|4
IA—J‘C; 1+y'2dx=_[a cz3x3=a3§x3 =§ a2 :3_a
AB 3 2273 2 a 2 2 4

Prin urmare, lungimea astroidei este:
[=8]- =6a
AB
Observatie. Daca am fi calculat lungime arcului AC cuprins intre axa Oy

si prima bisectoare, atunci integrala:
1 1

J.Oa a’x 3dx
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devenea infinita, daca x=0.

8. Sa se calculeze lungimea drumului O4BCO format de reuniunea arcelor
de curba:

(Cl): Y =2x (x>0),

(CZ): x> +3=20 (x>0).
Solutie. Datorita simetriei in raport cu axa Ox a celor doua curbe (vezi
figura) este suficient sa evaluam lungimile arcelor 04 si 4B si apoi sa

X

inmultim rezultatul cu 2. Mai intéi, sd observam ca punctele 4 si C sunt
solutiile sistemului:

X +y° =20
y2 — 2x3
de unde se obtin: 4(2,4) si C(2,—4). Prin urmare, pe arcul OA:

3
y=\/§x5, y’=%«/§, w/1+y’2:/1+97x,
1=r1+”ﬂ=r1+%m=iﬁmMLg
04— Jo Y 0 2 27

Apoi, pe arcul AB:

y=20 e T e e—

20—x 20— x*

astfel:

de unde rezulta ca:

25 - 25 dx X
lﬁ:.[z I+y dsz

—————— =arcsin—~—
V20— x2 25

T 1
, T2
in final:
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l=2(la -FI/TE)=%(10\/E—1)+7r—2arcsinL

NG

Observatie. Evaluarea lungimii arcului 4B se putea face si direct, tinand

seama de masura unghiului la centru AOB si raza cercului R:
9=m(A/O\B)=arctg2, R=2/5

Astfel:
I =0R= 25 arctg2

Lasam pe seama cititorului verificarea egalitatii:

.1
%— arcsin— = 2+/S arctg 2 !

NG

9. Sa se calculeze lungimea unui arc de cerc de raza R si unghi la centru 6.

Solutie. Consideram cercul de ecuatie
(C): x*+)y* =R’

si arcul AB cuprins intre axa Ox si dreapta de ecuatie y = xtg8 (vezi figura).

Y

Atunci coordonatele punctului 4 sunt date de sistemul:
y=xtgl
x2 +y2 :R2
ie. x,=Rcosf si y, =Rsinf. Mai departe, scriem:
- R
y= /Rz_xz, y/: 2x , 1+y/2= - =,
VR —x R* —x

iar lungimea arcului 4B va fi:
R

X
=—Rarccos— = RO
Rcosé

IA _.[Rcosg L+ dx .[Rcosg\/&

Observatie. Pentru 0 =2x se obtine lungimea intregului cerc:
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[=27R

10. Sa se calculeze lungimea arcului de elipsa:
2 2

Xy
C) 5+=5=1
( ) a b2
cuprins intre axa Ox si dreapta de ecuatie y = Ax.
Solutie. Fie 6 masura unghiului facut de dreapta y=Ax si axa Ox. Atunci

A=tgh, iar O =arctg .

y
b
A
y=Ax |
4 | B(a,0)
0 acost x

Pe arcul :473

b , —bx [ — } b’x*
y:; (l )Cz, y:—’m, 1+y2= 1+m

Corespunzator, vom scrie ca:

IA_J‘acosﬁ I+ dv = J‘acosﬁf\’ a 52

Efectuam schimbarea:
X—>7T..X=acost, dx=—asint dr

X | acos @ a

r|6’ ~~. 0

asa Incat se obtine reprezentarea integrald a lungimii arcului de curba:

9 .
=j0 Ja?sin®+b*cosr dr

(A se vedea exercitiul 13 de la acest paragraf’).

11. Sa se calculeze lungimea arcului de hiperbola:
2 2

(C): z—z—)b}—zzl, x,>0

cuprins intre axa Ox si dreapta y = Ax.
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Solutie. Fie @ masura unghiului facut cu dreapta y=Ax cu axa Ox. Atunci
A=tht si t=arcth A

Y
B
P |
- |
~

s \

N0 A4
0/ a acht *

Pe arcul 4B putem scrie:

b 5 2 ' bx " b’x’
= — — , =, 1 = 1 _—
y p x’—a, y N NIESY / +a2(x2—a2)

Apoi:
acht 1 acht b2x2
IETB’ZJ‘Q 1+y dx=L 1+mdx
Schimbam:
x—>r..x=achr, dx=ashrt dr
x| a acht
T | 0 — t
astfel ca:

Ly =[Na'sh’z+b ch’ z dr

(A se vedea exercitiul 13 de la acest paragraf ).

12. Sa se calculeze lungimea arcului de parabola:

(C): xzy?—

taiat in exterior de axa Oy.

Solutie. Rationand ca la exercitiul 11, vom considera y ca variabild
independenta.
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-1

Ve
N

Mai departe (vezi figura), se observa ca arcul AB este simetric fatd de axa
Ox, astfel ca este suficient sd evaluam I—. Prin urmare:

¥ (p)=y, 122 (p) =1+,

iar
0

T zjflmdxzj_olWdy{%er%ln(wW))
~5[2m(v2)

In final, rezulta ca:

Iy =20 =2 -In(v2-1)

-1

13. Sa se calculeze lungimea arcului de curba:
(C): x=In(2siny)
cuprins intre punctele adiacente de intersectie cu axa Oy.

Solutie. Consideram y ca variabila independenta si fie 4 si B punctele de
intersectie (vezi figura alaturata).

Y
- B
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Pentru x=0 se obtin yA_ﬁ s yB_S”,

zﬁ_j e xdy = j e ctg’ yd

Efectuam schlmbarea de Varlablla.

—t.o.ctgy=t, dy=-— di
y . gy > y 1+t2
v 5z
YV |6 6
o

apoi scriem succesiv:

/ s N 4+z 4+l
I 4 1+¢ _IO 1+7° IO 1+¢ \/m

Pentru a evalua ultima integrald se recomanda a se scrie ca suma de doud
integrale care se reduc printr-o schimbare convenabild la integrale de functii
rationale. Lasam pe seama cititorului efectuarea acestor calcule! In final, se

obtine:
[\/7 + \/gJ 4
2

3 arctgi

NG

[~ =In

AB

14. Sa se calculeze lungimea arcului de curba:
(C): 3y? =x(x—1)2
cuprins intre punctele adiacente ale intersectiei cu axa Ox (i.e. jumatate din

lungimea buclet).

Solutie. Dupa forma ecuatiei se observa ca graficul curbei este simetric fata
2

de axa Ox, iar din faptul ca x= 3y >0, rezultd reprezentarea din figura
x—1
de mai jos:
Y
Pa— !
/
A B
1\ x
\
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unde A4(0,0) si B(1,0). Avem de calculat:
I —I 1+ y"dx
Cu:

x (2 2y o, 1 (31
y:(x_l) EZE X=X Sly:ﬁ Ex —Ex

se obtine:

1+)° =\/l+é(9x+i—6j =\/$(3\/§+%f =%(3\/;+%j

Mai departe:

ﬂ*sz( fjdf

15. Sa se calculeze lungimea drumului format de arcele de curba.
Solutie. Din definitie, curba x* =( y+1)3 este simetrica fata de axa Oy, iar

din faptul ¢ (y+1)’ >0 deducem ci y>-1. Punctul 4(0,~1) este punct de

intoarcere, iar dreapta y =4 taie curba in punctele de abscisd x =+55 (vezi
figura laturata).

B _c(04) D

|
o /7
-5\5 \ NE

A(0,-1)

X

Avem de calculat lungimea drumului 4BCDA . Este suficient sa calculam
lungimile arcelor CD si AD. Astfel:

. 4 ,
I =55 s1 [ =L «/—1+x2(y)dy

—(y+1):

unde:
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De aici se obtine:

x'()’)=%\/m, N 9x+13

4

asa ca:

3
:%J4Ix/9x+l3dx:i-g(9x+13)2

18 3

-
D

iar in final:

1:2(1@+1@)=10(ﬂ+ 5)
27

Exercitii propuse

1. Sa se calculeze lungimea arcului de parabold x = y* cuprins intre
punctele 4(0,0) si B(2,4).

R: %(2\/5—1)

B

A 2 X

Indicatie. Scriem y = f(x), unde f(x)=+x, x¢€[0,2].
2. Sa se calculeze lungimea arcului de curba tdiat in exterior de dreapta
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X X

3. Si se calculeze lungimea arcului de curba y = %[e" - e_“J tdiat exterior

de dreapta y =ax.

R: 2ach(é—1j
a

v

Y|

. . . X . . - .
Indicatie. Scriem y=ash— si consideram sistemul:
a

y=ashz
a

y=ax

cu solutiile: 4(-b, —ab) si B(b, ab).

Arcul de curba 4B are lungimea:

b ' s . b
I = 2.[0 de = 2.[0 \/@dx = 2a(ch;—1j_

4. Sa se calculeze lungimea arcului de curba:
(C): y=Insinx
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cuprins intre punctele de abscisa x :% Sl x= %

T
R: In| tg—
n(gsj
y
i K
4 2
|
B
0 | ¥
|
A

5. Sa se calculeze lungimea arcului de curba:

(nyzm[jin,(x>®

cuprins intre punctele de abscisd x=a si x=b, (b>a>0).

b -b
e +e

R: In —
e +e

a b
|
I
|

A
6. Sa se calculeze lungimea arcului de curba:
2
(C): y =%—1nx, (x> 0),

cuprins intre punctele de abscisa x=1 §i x=2.
R: 2+In2

Indicatie. y'=x—l, iar \/1+y" —x+l
X X
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y
. _ _ B
1/
(@) X

7. Sa se calculeze lungimea arcului de cerc:
(C): X’ +y =R’

cuprins Intre punctele A4 R—\Eﬁ si B R—ﬁ,—&
2 2 2 2
SzR
12
Indicatie. Se va evalua integrala:
R\3

IE 1+ y"7dx,
2

unde

8. Sa se calculeze lungimea arcului de parabola:
2

X
C): y=—-1
(€): y=7
taiat in exterior de axa Ox.
R: \/g+ln(\/§+\/§)

. < V2
Indicatie. Se evalueaza jo V1+xdx.

y
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9. Sa se calculeze lungimea arcului de curba:
(C): y=In(2cosx)

intre punctele adiacente de intersectie cu axa Ox.

R: 2ln(2—\/§)

S . 1 e A o .
Indicatie. Se evalueaza I03 '/1+Ztg2 x dx utilizdnd eventual substitutia:

tgx=t.

Y
In2
A/_—\B
17 0 i X
| 3 3\

10. Sa& se calculeze lungimea drumului format de reuniunea arcelor cuprinse
intre curba y* =(x—-1)’ si dreapta x=6.

R: @Ho\/g
27

Indicatie. | = %J‘f\/% -5 dx

Y B(6,55)
A C
o1 J X
D(6,-5v5)

445



3.5. Lungimea unui arc de curbd plana reprezentatd
in coordonate parametrice

Fie curba (C) reprezentata parametric de ecuatiile:

(C): {x:x(t) (a<t<p)

y=y(1)

o X

Presupunand ca functiile x(¢)siy(7)sunt de clasa C'[a, 8], atunci (vezi

figura) lungimea arcului AB va fi:

L= [ () + 2 ()

Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze lungimea unui arc de cerc:

x = Rcost
: 2
(C) {ystint te[O, ﬂ]

avand masura unghiului la centru egala cu 6.
Solutie. Consideram punctele 4 si B definite de parametrii =0 si respectiv,

t=6. Atunci:

IA»E = Otgw/x'2 +y"dt = J':\/R2 (cos2 ¢ +sin? t)dt = I:Rdz = R6.
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2. Sa se calculeze lungimea arcului de parabold y* =2px tdiat in exterior de
dreapta x :g si situat Tn primul cadran.

Solutie. Consideram o parametrizare a arcului de parabola sub forma:

t2

—_— X =

AB: Z ( te[O,p]).
y=t
y
I
B(p)
I
I
I
I
A(0 L x
() L
Atunci:
x'(t)zé , y'(t)zl, NEEES =%\/tz +p°.

In acest caz:

I =J‘0p«/x’2 +y"dt =lJ‘0p«/t2 +pldt =2—(t«/t2 +p’ +1n(t+«/z2 +p’ ))
p

1
p

p

0

sau 1n final:
—L+Lln(l+\/§)
2p

IA’E_\/E

3. Sa se calculeze lungimea elipsei definite parametric de ecuatiile:
{X =acost

) te[0,27r].
y=bsint

Solutie. Lungimea elipsei (vezi figura) se poate calcula ca fiind de patru ori
lungimea arcului AB.
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N
g

Se obtine integrala:

V4 V4
_[2 ”? "2 _[2 2 :..2 2 2
ZE_.[O NEE S dt—jo \/a sin“ ¢+ b~ cos” tdt

care a fost evaluata la exercitiul 13 din paragraful 3.4.

4. Sa se calculeze lungimea arcului involutei cercului:
xX= a(cosl + lsint)
(C):

' y =a(sint—tc0st)

cuprins Intre =0 §i ¢ =27.
Solutie. Derivand 1n raport cu ¢, obtinem:

x'(t)=atcost, y'(t)=atsint,
de unde rezulta:

m=at
I~ = J'OZ”\/x’z +y"dt = J:”dt =2r7’a

y

apoi:
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5. Sa se calculeze lungimea unei bucle de cicloida:

. x=a(t—sint) e
(C): {yza(l—cost) (0<t<2r).

Solutie. Vom scrie mai intai:

{x’(t) =—3acos’tsint

y'(t) =3asin’ tcost

Apoi,

Xy = \/9a2 sin’ ¢ cos’ t(cos2 t+sin’ t) = 3a|sintcos t| = 37a|sin 2t|

y
#\f B,d"'ﬁ
f
0] 2rwa X

insé, pentru 0<¢<2xz, sin2¢t>0, asa ca:

x4y =3?asin 2t

Pe de altd parte functia sin2s este periodicad de perioada % , de unde
deducem ca:
Z3a .
I, =8> ==sin2t dt = 6a.
02

6. Sa se calculeze lungimea buclei curbei:
=3t
(c): " v (teR).
y=t— £
Solutie. Mai intai trebuie sa stabilim limitele de integrare. Functiile x(¢) si
() sunt definite pentru orice 7€ R, insa x(7)>0, astfel ca bucla curbei este

situatd in semiplanul x >0. Mai departe, intrucat y(—t)=y(¢)six(-t)=x(z),
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deducem ca curba (C) este simetrica in raport cu axa Ox. Intersectia curbei
cu axa Ox se obtine rezolvand ecuatia y(r)=0.Originea si punctele A(z =1),

B(r=-1) sunt singurele puncte de intersectie, iar x(1)=x(-1)=+/3.

Yy
M—=_ =1
Ay
0 3 X
~— =1

Corespunzator, (\/5 ,0) este singurul punct de autointersectie al curbei.
Astfel vom calcula:

I = J._]l x4y dt
Derivand ecuatiile parametrice in raport cu ¢ obtinem :

x' =23t

{y' =1-3¢
iar apoi:

S y? = \/12t2 +(1-67 +9r) =1 +662 +9* =143¢°
De aici deducem ca:

L= (1430 e =4

7. Sa se calculeze lungimea cardiodei de ecuatie:

(©) {xzacost(lﬂ:ost)

te|0,2
y=asint(1+ cost) €[0.27]

Solutie.
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Datorita simetriei in raport cu axa Ox (vezi figura de mai sus), este suficient
sa calculam:

x
Ly =[x+t
Astfel derivand in ecuatiile de mai sus, obtinem:
x"=—asint —2asintcost
{y' =acost +2asintcost
apoi:

\/x’2 +y7 = \/2a2 (1+cost) =2a

t
COS—
2

De aici, deducem ca:

J.j;“/x'Z +y?dt = 2a.‘: costédt =8a,

iar 1n final:
[=2]_.=16a
AB

8. Sa se calculeze lungimea curbei:
(C): x= 4\/.5as1nt
y=asin2t

Solutie. Reprezentarea grafica a curbei este data In paragraful 3.3. Se va
evalua:

[= J‘;”w/x’z +y"dt

Astfel:
x' =4a2cost
{ y'=2acos2t
iar

x4y =2a(2+cos2t)

De aici rezulta ca:
2r
[= IO 2a(2 + cosZt)dt =8ra.

9. Sa se calculeze lungimea arcului evolutei elipsei:
6’2 3
x=-—cos t
. a 2 2 2
(C). 2 (c =a -b )
-3
=——=SIn"t¢
YT
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Solutie. Dupa cum stim, evoluta elipsei este o astroida a carei reprezentare
este datd in figura de mai jos.

c2

S

Evaludm integrala:

l= J‘Ozﬂ\/x'z +y"dt

unde
2
r_ C 2 :
X =———CO0S  fsint
a
2
r_ C i 22
y ———Zsln tcost
b
1ar

2 2
cos’t sin’t .
"y =9cz[ Tt Jcosztsmzt
a

Urmeaza ca:
a2
COS t Sll’l t COS t sin” ¢t
NEEET 30|costsmt| —t——= |51 2t| +—
a’ b’ b
Relativ la periodicitatea functiei sin2¢, vom ra‘glona cala exerci;iul 4, astfel
ca:

)
[ = 4J' . COS t s tdl

P
Tinand seama ca factorul de sub radical se scrie sub forma:
1, 1., A ., 1 1 .,
—Cos" t+—sin“t=——sin"t+—=—|l+—sin"¢
a b ab a a b

obtinem:
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K 2
=% /1+Z—zsin2t sin 2 dt
a

Efectuam apoi schimbarea de variabila:

) 1 .
t—u .. sin’t=u cu Es1n2t dt =du

£ [0 3
ulo - 1
astfel ca:
3 4c(a’ - b
l=a—22".01\/b2 +c’u du =—( 7 )

10. Sa se calculeze lungimea arcului de curba:
x=a(2cost—cos2t
(c): {17 ezt eo2)
y =a(251nt—sm2t)
Solutie. Limitele de integrare sunt 1, =0 si , =7, (T >0).

Apot:
{x' =a(-2sint+2sin2¢)

y'=a(2cost —2cos2t)

De aici urmeaza ca:
x*+y?=d’ [(—ZSint + 2sin2t)2 +(2cost - 20052t)2] =

=8a”(1-cost)=16a’ sinzé

Mai departe, pentru 7 €[0,7]:

T 1”2 ) _ T . t _ T _ . 2T
IO NX T+ y clt—4aJ.0 smEdt—Sa(l—cosEj—Msm 7

11. Sa se calculeze lungimea arcului de curba al evolventei (involutei)
cercului:
x= a(cost+tsint)
(c .{y =a(sint—zcost)
cuprins intre =0 si =7, (T>0).
Solutie. Derivam succesiv ecuatiile parametrice in raport cu ¢ :
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x'= a(tcost—sint)
y'=a(-tsin +cost)
De aici urmeaza imediat:
x?+y?=a’ (12 cos’ t+1”sin’ t) =a’t’
iar

_ r 2 12 _ r _aTz
l—jo xX“+y dt—J.Oat—T.

12. Sa se calculeze lungimea astroidei:
3 2 2

x2+yi=a3, (a>0)
trecand la coordonate parametrice.
Solutie. Daca scriem ecuatia de mai sus sub forma:

)

si notam:
1 1 1 1
x3 =a3cost, y*=a’sint,
obtinem o parametrizare a astroidei:
{x =acos’t

D= asin’t (0<r<2r).

—a

Curba fiind simetrica fata de axele de coordonate este suficient sa calculam

lungimea unui arc AB de astroidi situat in primul cadran unde ¢ e [O,%}.

Astfel:
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x'==3acos’tsint
y'=3asin’ tcost
iar

{Jx? +y'"* =3asintcost

z z 3a 7 3q
_ 12 1”2 1”2 ) : _""e 2 _-"
ITB_,[O X +y dt-_[0 3asintcost dt = > sin” 7|2 = 5
In final, lungimea astroidei va fi:
[=4l- =6a

apoi:

13. Sa se calculeze lungimea elipsei:
2 2

D A
(E) : ? + b_2 =1
Solutie. Trecem la coordonate polare:
= t
(E) : {x acF)s te [0,272]
y =bsint
Apoi,

\/x’2 +1"2 =a’sin’ t + b cos’ ¢

Datorita periodicitatii functiilor x() si y(¢) putem scrie ca:

I, :J'OM«/x'z +y"dt =4J.05\/a2 sin’ ¢+ b cos’ tdt =
=, bY z ,
= 451.[02 \/smz t+ [—j cos’ tdt = 451.[02 1+ g% sin’ tdt

a

2 2

c a -b

unde E=—=—
a a

Astfel lungimea elipsei va fi:

este excentricitatea elipsei.

[ =4aE(¢),
unde

E(g)= J?Vl —¢*sin’rdr

este integrala eliptica de speta a doua.
Este practic sd notdim &=sina si sd folosim tabelele de valori pentru
functia:
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E (a)=E (arcsing)=E(¢)

De exemplu, pentru a=10 si b=6 obtinem:
2 g2
e=YC =0 g g=sin5¥
a 5

iar din tabelele de valori ale lui E(&) gasim:
[=40E,(53")=40-1,2776 = 51,1

Exercitii propuse

1. Sa se calculeze lungimea arcului de curba:

xX=—
(€4 ¢  ier
t4
=2
7 4
cuprins intre punctele de intersectie cu axele de coordonate
R: E
3

Indicatie. Curba taie axele de coordonate n punctele 4 si B de parametrii

1 =0, respectiv, r=%/8. Se obtine: \/x’z +y? =£t* +1. Calculul integralei:

s .
IO Vt* +1 £dt se poate face cu schimbarea: u® =¢* +1.

y
Byu=4%
t=0
0] AT - x
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2. Sa se calculeze lungimea arcului de curba:

x=t
C): teR).
O Yy tpoy €D
R: 43
Indicatie. .[f«/x'z +y"? dt= jf(tz + 1) dt
y
/
/
A B,
t=0 t=y3 Xx
N
3. Sa se calculeze lungimea cardiodei:
(©) x=a(2c$>st—c.os2t)
y=a(2sint —sin2t)
R: 16a
Indicatie. Se va evalua:
J:” X +y"dt = J:” 84’ (1—cost)dt
y)
—
t=0 t=-rx
] I=m X
NS

4. Sa se calculeze lungimea arcului de curba:
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x=(12 —2)sint+2tcost
(C): ) .
y=(2—t )cost+2tsmt
cuprins intre punctele A(z=0) si B(¢=r).
R: —
3

S : ” 12 _ 4 : . (7 [ ”
Indicatie. Se obtine x'* + y'* =¢" apoi se calculeaza: IO X+ Y dt.

5. Sa se gaseasca lungimea arcului curbei:

x= cos3t+lsint
(C): 2 te[0,27r]
y= sin3t+zcost

cuprins intre punctele A4(7=0) si B(r = %)

R: 6-7
4
. . ' ’ 1 . 2 : =, z ' ’
Indicatie. x” +y" =Z(1—3sm2t) .Se integreaza: J‘Ozw/x2 +y"dt
1= — 2
1 I
L £ A(t=0
! (1=0
I I
O 1 1 X
2
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6. Sa se calculeze lungimea buclei curbei:

(C): (1_t)3 te(—oo,Z—\/g]u[2+\/§,+oo)

R: 3\/§

Indicatie. Se evalueaza:

[T ([ )|

unde
o(1+¢)

(1-1)’

Se tine seama de faptul ca:

xr2 +y72 —

dt
(-1)" 3(-1)

I 1+¢2 3 -3t+2
(

7. Sa se calculeze lungimea curbei:

x=a(2cost—cos2t)
)
y=a(2sint —sin2t)

R: 2ra

Indicatie. A se vedea exercitiul 11.

2

x4y )d[
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3.6. Lungimea unui arc de curba reprezentat in coordonate polare

Daca o curba regulata este reprezentata in coordonate polare de ecuatia:
(C): p=p(6), OeI

atunci lungimea unui arc 4B pe curba (C) (vezi figura) va avea lungimea:

La= P +p" (0)a0

Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze lungimea unui arc pe cercul:
(C): p=R
si sa se deduca de aici lungimea intregului cerc.
Solutie. Fie arcul 4B definit de punctele de parametrii polari =0 si 6=¢

(vezi figura alaturata).
B(6=09)

o A(6=0)

Intrucat p=R=const. urmeazi ci p'(0)=0, iar \/p* + p”(0) =R

rezulta ca:
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I = J.:«/pz +pd6 = j:’R d0=Rp

Observatie. Pentru ¢ =27 se obtine lungimea cercului: /=27zR.

2. Sa se gaseasca lungimea primului arc din spirala lui Arhimede:
(C ) : p=ab
taiat in exterior de axa polara p =0.

Solutie. Avem de calculat lungimea arcului 04 ale carui extremitati
corespund valorilor #=0 si =27 (vezi figura).

In acest caz:

\/pz +p"%(0) =0 +d* = a1+ 6

iar
27 , 2r
=], p2+p2d9=aj0 V1+6d6 =
=a[7r\/47r2+1+%ln(27r+\/47r2+1)}

3. Sa se calculeze lungimea arcului de spirala logaritmica:
(C): p=ae™

cuprins intre punctele A(p,,p,) si B(p,9).

Solufie. Avem: p'(0)=ame™ =mp . Apoi:
\/pz +p"%(6) =Im’ +1p =am® +1e"

iar mai departe, presupunand ¢ > ¢,, se obtine:

Ly =[P+ pPdo=alm +1] ed0="\m’ +1(e" ~¢")
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Interpretare. Daca rescriem rezultatul de mai sus sub forma:

N1+ m? 0 P N1+ m? N1+ m?
(ae —ae ) = o,
m m m
deducem cd@ lungimea spiralei logaritmice creste proportional odatd cu
cresterea razei polare corespunzatoare arcului.

[ =

AB

(P=py)=

4. Sa se calculeze lungimea arcului de cardioda:
(C) 0 =a(l+cos6’), 0<0<L2r, (a > 0).
Solutie. Aici:
p'(0)=—-asin@
iar

\/,o2 +p”% = \/2a2 (1 +cos’ 9) =2a
Prin urmare:

="+ prdo=2a["

A . 6 TV . C 1 A
Insd, functia COSE este periodica avand perioada principalda 7, asa incat

0
cos—
2

do.

0
cos—
2

putem scrie:

l=4ancos§d9=8a.

5. Determinati lungimea arcului de lemniscata:
(C) . p> =2a’cos20

cuprins intre punctele 4(0=0) si B(¢) cu 0<¢ <% (vezi figura).
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Solutie. Daca 0<46 <%, atunci cos26 >0, iar din:

p=av2cos20 si p'(0)= —%SH;;Q

urmeaza ca:

in’ 26 a2
24 0 = (242 cos@+ 22 =
pre \/ cos26 \Jcos26

De aici rezulta ca:

«/p +p%dl= a\/_j

PN,

Jeos26 \J1-2sin’ @
Notam:
f do . ..
K,(p)= I ————| (integrala eliptica de speta a doua).
R I’}’lSil'l2 0
Atunci:

Ly =a2K 5 (9)

Exercitii propuse

1. Sa se calculeze lungimea arcului de cardioida:
(C): pza(l—cosé’)
cuprins intre punctele 4 si B de parametrii polari =0 si respectiv, 8 =¢

cu0<p<r.
R: 8a sing
2
Indicatie.
B(0=9)
(0=0)
0 X

Se tine seama ca /p° + p" = 2asin§, (0<0<0).
2. Sa se calculeze lungimea arcului de spirala hiperbolica:
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cuprins intre punctele A[2,%) si 3(1,2)

2
V5 3+45
2

R: —+In
2

Indicatie. Se tine seama ca:

\/7 1+—

1
AlO=— T~
[ ; B(6=2)

Mai departe (vezi fi gura)'

fi o rrao= [0

Pentru ultima integrald se scrie:
1 1 1

2 2 :?
o°\1+0 J”l

92

-l i

. . . 1
si se efectueaza schimbarea: 6 >7..—=r.

3. Sa se gasesca lungimile arcului de curba:
(C): p= asin3§

R 3rxa
2

Indicatie. Se procedeaza ca mai sus (vezi figura).

464



3.7. Calculul volumelor solidelor

1) Volumul unui solid D c R* marginit este dat de relatia:
g !

V =jjS2 (x)dx

unde S(x) este aria sectiunii solidului cu un plan perpendicular pe axa Ox,

iar a si b sunt capetele intervalului unde ia valori x. Presupunem ca S(x)

este o functie continua pe [a,b].

(2) Volumul 7, al unui solid obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a trapezului
curbiliniu marginit de curba:

yzf(x), f(x)ZO
si dreptele x=a si x=b (a<b) (vezi figura), se calculeaza cu ajutorul

relatiei:

V.= zjbyz (x )dx

y y=r(x)
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(3) Volumul 7, al solidului obtinut prin rotatia in jurul axei Oxa figurii
plane marginite de curbele:

y=r(x)si y=g(x) 0<f(x)<g(x)
si dreptele x=a si x=»b este dat de relatia:
14 =7zj.:[g2 (x)—f2 (x)]dx

Observatie. Daca curba y=f(x) este data in coordonate parametrice sau

polare se poate face o schimbare convenabila in relatia de mai sus.

Exercitii rezolvate

1. Sa se calculeze volumul tetraedului marginit de planele:
{ + Z + i =1
(T): a b c
x=0,y=0,z=0

Solutie. Fie [0OABC] tetraedul marginit [MPN] de planele date (vezi figura).

zZ
Cle
P
7/,
/00 b
By
Mﬁz -
A S(x)

Se considera sectiunea facuta cu un plan () variabil ales, perpendicular
pe axa Ox la distanta x=a de origine.

Notam:

S(x)=aria(MNP), S, =aria(OBC).
Atunci are loc relatia de asemanare:

S(x) (x-a ?

Ees
de unde rezulta:
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(x—a)’  be
a’ 2a’
Aplicam relatia de calcul (1) pentru calculul volumului tetraedului:

“ bc ¢a b 3 5
VZ_[O S(x)dx:ﬁj.o(x_a)zdxzzz (x 3“) % :a6c

0

S(x)szz (x—a)z, 0<x<a

2. Sa se calculeze volumul piramidei de baza (B) si inaltime 4 (vezi figura).

Solutie. Fie O varful piramidei si axa Ox dirijata perpendicular pe baza(B).
Se considerd sectiunea S(x) determinatd in piramidd de un plan (7)

perpendicular pe axa Ox. Notam x—distanta de la varful O la acest plan.
Din relatia de asemanare scrisa pentru sectiunile paralele obtinem:

o
S, \h
unde S, =aria(B). De aici rezulta ca:

S(x) =%x2, xe[O,h],

2

iar mai departe:

S,h

h S h
V= J.O S(x)dx = h_ﬂo xidx = ER

3. Sa se calculeze volumul elipsoidului:
2 2

2
Xy oz
) v o=

Solutie. Intersectia elipsoidului cu planul x =const. este elipsa:
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2 2
de semiaxe ozzlyfl—x—2 si ,Bzcﬂfl—x—2 si avand aria:
a a

2

S(x)zmzﬂ=7zbc[l—%] xe[—a,a]
Mai departe, aplicam formula de calcul a volumelor (1):

2
V= IjaS(x)dx = 27[[)0](?(1 —z—zjdx = %ﬁabc.

4. Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia elipsei:
2 2

X LY
(EO ) : a—z + b_2 =1
in jurul axei Ox.
Solutie. Rotind elipsa (E,) in jurul axei Ox se gaseste elipsoidul de

revolutie:
x2 y2 +22
St =1
a b

Notam f(x)zéxla2 -x*, xe[-a,a]. Atunci:
a

joa(az -x° )dx =4T”ab2.

2
zh
2

a

VZHJfafZ(X)dx=2
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5. Sa se calculeze volumul sferei de raza R.
Solutie 1. Se poate aplica formula care da volumul elipsoidului de semiaxe
egalecu a=b=c=R i.e.
4z R’
T
Solutie 2. Se considera cercul de ecuatie:

V=

(Cy): ¥ +y* =R

Rotind curba (C,) in jurul axei Ox se obtine sfera de ecuatie:
(S): X+ +2 =R’

Notam f(x)=vR*-x*, xe[-z,z]. Mai departe:

4R’

Y

N7

Solutie 3. Fie sfera de ecuatie:

(S): 3624—y24-22=R2
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si fie un plan (P) variabil perpendicular pe axa Ox care taie sfera dupa un
cerc:

y2 +z22=R*—x’, xe[—R,R]
de raza r,=vR-x" siarie S(x)=7r; = 7r(R2 -x° ) Rezultd ca volumul

corpului va fi, in virtutea relatiei (1):

V= J‘;S(x)dx = 27[.[0R(R2 —x )dx

_4zR’

6. Sa se calculeze volumul solidului sferic:

Xy +z =16

cuprins intre planele x=2 si x=3.

Solutie 1. Se considera cercul de sectiune cu planul x = const.
Yy +zi=16-x"

avand aria S(x)= n(\/16 —x? )2 =r (16 —x? ) Atunci volumul solidului sferic

va fi:
2

3 3 Ox

V=L S(x)dxz;r‘.‘2 (16—x2)dx=T.
Solutie 2. Fie cercul de ecuatie:
(Cy): x*+y*=16

sifie f(x)=v16-x*, xe[2,3].
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Atunci, volumul corpului obtinut prin rotatia arcului de cerc(C,)in jurul
axei Ox vafi:

Vzﬂfjfz(x)dxzﬂjj(m—xz)dx:ngﬁ.

7. Sa se calculeze volumul unui con circular drept avand raza bazei R si
indltimea A.

Solutie 1. Se noteazd O varful conului sise alege axaOx orientata de-a
lungul axei conului. Se considera sectiunea facuta in con de un plan variabil
perpendicular pe axa Ox, adica discul de arie:

S (x) =71’ (x)
unde r(x) se poate obtine din relatia de asemanare (vezi figura):

LY (@)=t

Astfel:
2
S(x) = 7R x>

h2

iar volumul conului va fi:
R2
2

h T TR*h
V= IO S(x)dx = P

J.Oh x’dx =
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Solutie 2. Fie  semiunghiul la varf facut cu axa Ox, iar:

tga = E =m
h
Se considera functia:
f(x) =mx, X€ [O,h]
Rotind segmentul de dreaptd OA in jurul axei Ox se obtine conul de
revolutie avand volumul:

2 3|k 2
V=7TJ.0hf2(x)dXZﬂJ‘:mzxdeZﬂ'(gj x?o :%h
y
A
‘R
@ |
0 h X

8. Sa se calculeze volumul trunchiului de con circular avand razele bazelor
7, R si inaltimea s, (h>0,R>r>0).

Solutie. Fie sistemul de axe Oxyz avand originea in centrul bazei mici, iar
axa Ox orientatd in lungul axei trunchiului (vezi figura). Determinam
functia de gradul intdi f(x)=ax+b ce trece prin punctele A(O,r) si
B(h,R). Odata gasita functia f(x), xe[0,h] obtinem generatoarea
trunchiului. Asadar, din faptul ¢cd 4,B € G, au loc egalitatile:
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b=r
ha+b=R

rezulta ca:
a:R—r’ b=r
h
Y
B(h.R)
A(O,r) Y
!
\H RL
riA |
f h O I x
! f
z I
!
e

De aici, generatoarea trunchiului de con va fi:

rx+r, xe[O,h],

f(x)=

iar volumul:;

2 3
Vzﬁfohfz(x)dxzﬂI:(R;rx+r) dx = zh (R}:rx+rj

h
R-r

z
3

9. Sa se calculeze volumul segmentului solid:
2 2 2
H): -2 2 = I, (a,b>0) (hiperboloidul de rotatie
2 b2 b2
a
delimitat de planele x=+4, (|4|>a).

Solutie. Se considera hiperbola de ecuatie:
2 2

XY
(h): —5 =45 =1
apoi se noteaza:
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f(x)z%xfxz—cf, a$|x|$/1

In acest caz, volumul corpului obtinut prin rotatia hiperbolei (hy) in jurul

axel Ox se va scrie:
A
3

v=2r] f(x)dx= 2;:(%}2 [[(x~a? ax = 2;;[9)2 {%— azx} a

a

:%(éjz(i—a)z(hhwi)

a

10. Sa se calculeze volumul solidului obtinut prin intersectia cilindrilor:
(C1)3 x*+y =1,
(Cz): x4zt =r

si planele de coordonate.

Solutie.  Axele celor doi cilindri fac intre ele un unghi de masurd 90°.
Notam O — punctul de intersectie al acestora si consideram un sistem de axe
Oxyz, avand semiaxele y >0 si z>0 orientate In lungul axelor cilindrilor

(C,), respectiv, (C,) (vezifigura). Solidul de intersectie este OABCD.
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Planul de intersectie este y =z si se obtine din rezolvarea sistemului:

x2+y2 :rZ
x4+ 22 =7

(x,y,z>0).

Se duce un plan variabil perpendicular pe axa Ox, a.i. taie solidul OABCD
dupa un patrat EFKL.

Notam x — abscisa punctului F, atunci EF =+/r* —x*, iar aria sectiunii
EFKL este:

S(x)zEF2 =7’ —x
In acest caz volumul corpului OABCD este:

r 16
V =IO S(x)a’xz?r3

11. Fie un cerc de razi r si o directie v in planul cercului. Se duc coardele
paralele la directia datd si se construiesc pe acestea segmente parabolice de
aceeasi indltime /4. Planele acestor segmente sunt perpendiculare pe planul
cercului .

Sa se gaseasca volumul solidului astfel obtinut.

Solutie. Fie sistemul xOyz, a.il. xOy sa fie planul cercului, iar axa Oz sa fie
orientatd pe sageata parabolei constituite pe coarda ce contine centrul
cercului O (vezi fig.a).
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Fig.a

A B

r
2 2 Fig.b

Mai intai vom calcula aria segmentului de parabolad (P), construit prin
punctul de abscisa x (vezi fig. b). Pentru aceasta vom determina ecuatia

arcului de parabola ACB.

y=ax’+h

unde o se determinad din conditia ca punctul B(%’ 0) sa fie parabola i.e.

a :—4—?, deci:
r
ACB: y:h—gx2 xe[—r,r],
r

astfel aria ACB este:

S =J:ydx= ZI;(h—j—?xzjdngah
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Acum suntem Tn masura sd evaludm volumul solidului dupa relatia (1). Din
faptul cd 4 si B sunt si puncte pe cercul x* +y* =7, obtinem legétura:

a=2y=2r" -x"

iar de aici urmeaza ca:
S=S(x)=§-2\/r2—x2-hz%\/rz—xz, xe[—r,r]
iar volumul corpului va fi,

V=J‘_rrS(x)dx=2ﬂJ.;\/r2 —x%dx

3
Cum

2
nr

.

| . X
——arcsin—

o 2 r

r\/rz —x’dx =£\/r2 ~-x’

0 2
obtinem, in final:

0

V =27rr2h
3

12. Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a

arcului de parabola
1 1 1

(C): x? +yE =a?
si marginit de axele de coordonate
Solutie. Punctele de intersectie ale curbei (C) cu axele de coordonate sunt

A(O,a) si B(a,0). Arcul 4B rotit in jurul axei Ox genereaza corpul din
figura. Notam: f(x)= (\/Z—\/;)
revolutie va fi:

V=ﬂj0af2(x)dx=ﬂjj(«/;—\/;)4dx=

2, x€[0,a]. Atunci volumul corpului de

:”f:(az —40\/5\/;+60x—4ax\/;+x2)dx:”_a3

15
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, XE€ [—%,%} marginit de dreptele y=0 si

13. Arcul sinusoidal y =|sinx
vy =1 se roteste in jurul axei Ox (vezi figura). Sa se calculeze volumul
corpului de revolutie generat.

Solutie. Se aplica relatia (2). Notdnd f(x)=sinx, xe [—%,%} scriem:

2

fl—cost
x:
0 2

V= ﬁjifz (x)dx = ﬂjjzﬁsinzxdx =2r
2 2

i
2

0

=2r z—lsin2x =7
2 2

14. Arcul logaritmic y =In|x| mérginit de dreptele y =0 si y=1 se roteste
in jurul axei Oy (vezi figura). Sa se calculeze volumul corpului de revolutie

generat.
Solutie. Functia:
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Inx x<0
r= In(-x) x>0

este inversabild, iar inversa ei este:
e ye [l,e]
X =
—e” ye[—l,e]
In acest caz vom scrie V' formula de calcul a volumului, echivalenti cu (2):
V= ;zj £ (x)dx = ;zj () dy
unde f bijectiva cu f(a)=c si f( )=

Y
R ..
I
I I
| I
-
1 M !
—e —f\O_/l e X

Asadar, volumul corpului generat va fi:

V= ﬁj a’y ﬂj 2ya’y— =%(ez—l)

15. Sa se calculeze volumul solidului generat prin rotatia in jurul axei Ox a
2
arcului parabolic y = % +2 taiat in exterior de dreapta 5x+8y+14=0.

Solutie. Punctele A si B de intersectie dintre curba si dreapta se obtin din
sistemul:
2
X
=—+2
YTy
5x—-8y+14=0

. 1 . « .
Se obtine x, =5 si x, =2. Notam (vezi figura):
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2
f(x)=%+2 si g(x)=5x+14, xe{%,Z}.

obtinem cu ajutorul relatiei (3):

V= ﬁj[gz ()= (x) Ja = ﬂj{é(%m)z —(xf:”ﬂdx

sau 1n final:

891
=—7.
1280

16. Sa se calculeze volumul corpului generat prin rotatia arcului marginit de
parabolele y=x" si 8x ="

\
\
\
\
\
o 2

Solutie. Punctele de intersectie ale celor doua curbe sunt solutiile sistemului:
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y=x
8x =y’
Se obtin: y, =0 si y, =4. Notam h(y)=+y si q(y)=

Cu aceeasi observatie facuta la exercitiul 13 deducem ca volumul corpului
generat va fi:

=] (R ) =g O o[ -2 o -2

2

2
8

17. Sa se calculeze volumul forului.

Solutie. Torul este corpul generat prin rotatia unui cerc de raza » in jurul
unei drepte (d) situata in planul arcului la distanta b fata de centrul

cercului (b>r).
Alegem axele de coordonate a.i. dreapta (d) sa fie axa absciselor, iar axa

ordonatelor sd contina centrul cercului (vezi figura).

Ecuatia cercului in raport cu sistemul ales va fi:
(C): x’ +(y—b)2 =7’
Notam:

f(x)=b+\/r2—x2, |x|£r
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g(x)zb—\/r2 -x7, |x|£r.

Asadar, volumul corpului generat va fi:

Vzﬂjjr[gz(x)_jﬂ (x) Jax =7 _"{(mm)z _(b_mﬂdx:

= 87[[).[(: Nt =xtdx

Substitutia:
x—>60..x=rcos@ §i dx=-rsinfdo

x‘() 7

T
0|5 o
conduce la:
V= Sﬂbjo?rz sin? 040 = 87br’ ;%9 =274

18. Sa se calculeze volumul solidului generat prin rotatia arcului de
parabold )” =4ax taiat in exterior de dreapta x=a in jurul y=-2a
Solutie. Efectudam translatia de axe:

() () - |

astfel n noile coordonate functia parabolei se rescrie sub forma:

x'=x

y'=y+2a

(V- 2a)2 =4ax’'
Yy B_—
A
O X
—2a ¢
D x!'

Renotand variabilele, problema revine la rotatia arcului de parabola:
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( y— 2a)2 =4ax
marginit de dreapta x =« in jurul axei Ox (vezi figura).

y

2a

) a ¥

Prin urmare, vom nota:
f(x) =2a —2\/5, xXe [O,a]
g(x) =2a+ 2\/&, xe [O,a],
iar volumul corpului generat va fi n acest caz:

V= ﬂj:[gz (x) - f? (x)]dx = ﬁj:[(Za + 2\/5)2 - (2a - 2\/5)2 }dx

sau 1n final: Vz%mf

19. Sa se calculeze volumul solidului generat prin rotatia astroidei:

x|

in jurul axei Ox .

x=acos’ ¢t

y=asin’t

Solutie. Reprezentarea astroidei este cea de la exercitiul 6. In cazul de fata,
curba este exprimata in coordonate parametrice, drept pentru care vom fi
nevoiti sd facem schimbarea de variabila 1n integrala care ne da volumul:

V =7ZJ._aay2 (x)dx=2ﬂj:y2 dx

Astfel:
{x =acos’t < dx=-3acos’ tsintdt

y=asin’t
X 0 a
z
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Deaici rezulta ca:

T
V= 27[I 2 g% sin® t(—3a cos’ tsint)dt =
0

T T
- 67d’ j(; sin’ ¢t dr — jozsin"zdt

Reamintim ca pentru me N:

z -
o e
0 m!l 2
astfel ca
z 2
= 2 1 7 T e— — — . —
H, IO sin’ xdx 3
iar
ngj.zsin9xdx=£.g.i.é.§
0 3579

20. Sa se calculeze volumul cardioidei definita prin ecuatia sa in coordonate
polare:
p=a(l+cosb).

Solutie. Volumul corpului generat va fi diferenta volumelor corpurilor
generate prin rotatia arcelor MNKLO si OKLO 1in jurul axei Ox (care este si
axd polara n acelasi timp). Vom trece si In acest caz la coordonate polare,
considerand unghiul polar € ca parametru:

x=pcosd=acosd(1+cosb)
y=psin@=asinf(1+cosb)
Este evident cd abscisa punctului M este x,, =2a (valoarea care se obtine

luand 6 =0) iar abscisa punctului C este minimul functiei:
O—>x . x= a(1+ cosH)cosH
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—a

Pentru a gasi minimul acestei functii, vom cauta mai intai punctele critice
i.e. radacinile derivatei intai:

x'(0)=-asin@(1+2cosH)
Asadar:

x'(0)=0=6,=0si 6, 227”'

in 6, =0 gisim x,, =2a, iarin 6, :277[’ Xy =—%.

De aici rezulta ca volumul corpului generat va fi:
2a 0
V= ﬂj_ﬁyfdx - ﬂj_ﬁyfdx
4 4

unde y =y, (x) reprezinta ecuatia arcului MNKLO, iar y =y, (x) corespunde
arcului OKLO. Procedam mai departe la schimbarea de variabila:
x=acos@(1+cosb)
astfel ca:
yi=a'(1+ cos@)2 sin”@, dx=—asin@(1+2cos6)do

—da
X ‘T 0
0 ‘2_” 7
3 ™~

De aici rezulta:
V =x[50a* (1+cos6) sin’ 6] ~asin@(1+2cos ) |46 -
3

7 [15a* (1+ cos0)’ sin’ O ~asin O(1+2cos0) |0 =
3
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= 7za3-|‘07rsin3 o(1+ cosH)2 (1+2cos8)do

Mai departe, facem schimbarea:
0—>u .. u=cosf, dx=-sinfdo

00 7
u ‘ 1 1
iar apoi scriem:
1 8za’
V=ﬁa3jil(l—u2)(l+u2)(l+2u)du= 3

Observatie. Volumul unui solid generat prin rotatia in jurul axei polare a
unui sector format din arcul de curba »=F(6) si doua raze vectoare 6=«

si 8= p se poate calcula din relatia:
v =27["rsingd0
3 a

Formula este utild n cazul in care se cere volumul generat prin rotatia in

jurul axei polare a unei curbe inchise definita in coordonate polare:

0=p

) X

21. Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia curbei:
r=asin26 1in jurul axei polare.

Solutie. Avem:

V:2-2—7[Fr3 sin9d9=4—”j5sin329sin9d9=
3 do 3 do
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=32—7[a3jzsin4 fcos’ 0do =ﬁﬂa3
3 0 105

)
Il
NSRS

Exercitii propuse

1. Sa se calculeze volumul trunchiului de piramida avand bazele [B], [b] si

indltimea A.

R: Vzg(Sé +8,8,+5;)

Indicatie. Se aplica rezultatul de la exercitiul 2 si se tine seama de relatiile
de asemanare intre sectiunile S,, S(x) si S,.
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2 2

2
2. Sa se calculeze volumul solidului obtinut din elipsoidul f—6 +% +% =1,
taindu-1 1n exterior de planele x=2 si x=3.
R:

Indicatie. Se tine seama de exercitiul 6. Consideram elipsa:

2 2 2 2
X

Y = =1, avand aria S(x)=7z3\/1—x— X 2\/1——.

x? x? 16 16
ol1-* | 4f1-%
( 16} ( 16)

Se evalueazi Jj S (x)dx.

Observatie. Se poate aplica si solutia 2 de la acelasi exercitiu.

3. Sa se calculeze volumul cilindrului circular drept avand raza bazei R si
indltimea A.

R: 7zR’h

Indicatie. Se considera functia constantd f(x)=R, xe[0,h] sise aplica
relatia (1).

y
f(x)
A N
Rlﬂ . If \
| |
9 y x
NN,

4. Sa se calculeze volumul unei calote sferice de raza R si indltime .

2
R: nhz[k—h—J
3

Indicatie. Fie S(x) aria sectiunii facuta in calota sferica cu un plan variabil

perpendicular pe axa Ox: §(x)=zr*(x)unde r(x)=vVR*-x*, xe[R-h,R]
. . R

Mai departe se evalueaza: V = IR_/,S (ox .
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z ~
LY #

5. Sa se calculeze volumul unei zone sferice cu razele 7, r, delimitata pe o
sfera de raza R, (R>r >r, >0).

{0
Indicatie. Avem f(x)=+vR’-x", xe[x,x,], unde x, =\/m s
X, =./R’ —rzz.

Y
/(%)
A
T
Ry 'y \
P
r "
0] i I f !2i
EANN lflea x
| |
\
W >
z \

6. Sa se gaseascd volumul astroidului de revolutie obtinut prin rotatia
astroidei:
2 2 2
x? +y5 =ad, (a>0)
in jurul axei Ox.
32

—7Z'Cl3
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3
2 2

2 2
Indicatie. Avem f(x)=£a3 —x3] , a>0, xe[0,a]. Se calculeaza apoi

7. Sa se calculeze volumul solidului marginit de suprafata:
X +y=r, (x>0,y>0)
si planele x=0, x=h, (h>0).
zr’h
4
Indicatie. Se alege sistemul de axe Oxyz, ca in figura, sise ia:
S(x) =xzx’, xe [O,h].
apoi se aplica (1).

R:
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8. Arcul sinusoidal y =|sinx

, XE€ [—%,%} marginit de dreptele y=0 si

y=1 se roteste in jurul axei Oy. Sa se determine volumul corpului de
revolutie.

R: %( 2—8)

Indicatie. Vezi si observatia de la exercitiul 13.

1 e A . © 41w
Se evalueaza V = IZJ-O arcsin’ydy utilizind schimbarea de variabila:

arcsin y =t.

(SRR

T
2

9. Sa se calculeze volumele corpurilor de rotatie obtinute prin rotatia in
jurul axei Ox a arcelor de curbe definite prin

a) y=1+x’, y=0, xe[-11]
b) y=sinx, xe[-7,7]

c) y'=x, y=x"

d) X2+ =42, y=x°

a) R: 267
15
Ny
y=x>+1
O 0 [

491



b) R: =’

Y
y=sinx
) b
c) R 3z
10
y
I
I
I
I x
2y
d r: 9%
3
y
2
0 X

10. Sa se calculeze volumul corpurilor de rotatie generate prin rotatia in
jurul axei Oy a arcelor de curba definite la exercitiul 9.

2
a) R: —
) 3
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Indicatie. Se evalueaza V = J‘:J y—1dy, unde functia x=./y—1, definitad pe

[1,2], este inversa functiei y=1+x".

Y
T
_ 20

~
\”——//V
“~

7’ -8

b) R:

1
Indicatie. Se va calcula Jll(arcsin y)Zdy. Pentru aceasta se poate face

schimbarea de variabild arcsiny =+.

y
1
s TN |
/ \
[ | .
-~ . Ol _ _ A
\ LY J
~ - ~ ”
-1
c) R: 3z
10
. . - 1 4
Indicatie. Evaluam ﬂ'jo ( y—y )dy.
AY
L hy)=y
~ 1_ _
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d) R: %(5—9\E+4#§)
Indicatie. Notam h(y)=N2-1*, q(»)=+/y, ye[l, 4/5]

Se evalueaza apoi:

y=a[ " [h(y)-a(y)

11. Sa& se calculeze volumul corpului de revolutie obtinut prin rotatia figurii
plane marginite de curba plana:
(C): x*y* =(x—1)(3—x)
in jurul axei Ox.
R: 47r(ln 3- 1)
Indicatie. Se evalueaza:

V:;szz(x)dx, unde f(x)=+,
Ay

12. Sa se determine volumul solidului format prin rotatia in jurul axei Ox a
figurii plane marginite de axa Ox si de parabola y =ax—x*, (a>0).
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ra’

30
Indicatie. Domeniul de integrare este x e[1,2].

AY

13. Determinati volumul generat prin rotatia suprafetei plane marginite de

lantisorul y = ach™, axa Ox si dreptele de ecuatii x = *a.
a
3
Ta ( =)
R: (e +4-e
al )

Indicatie. Se va calcula:

Vzﬁjjachgdx

14. Determinati volumul solidului format prin rotatia, in jurul axei Ox, a
arcului de curba y =sin’ x cuprins in intervalul x e[0,7].

R: 3t
8

Indicatie. Se va tine seama de relatia de recurentd a integralei:

[ .
I, =.[ sin"xdx
0
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15. Determinati volumul solidului format prin rotatia, in jurul axei Ox, a
suprafetei plane marginite de parabola semicubicd y’=x’, axa Ox si

dreapta x =1.
R: Z
4
Y
0 b

16. Determinati volumul solidului format prin rotatia aceleiasi suprafete de
la exercitiul 15, dar in jurul axei Oy.

R: iﬂ'
7
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17. Determinati volumul solidului format din rotatia suprafetei plane
marginite de curba y=¢" si axele de coordonate, in jurul:
a) axei Ox b) axei Oy

a)R:%
N
0/{//////%

b) R: 27
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18. Determinati volumul solidului format prin rotatia, in jurul axei Oy, a
arcului parabolic y* =4ax, (a>0) taiatin exterior de dreapta x =a.

l67a’
5

19. Determinati volumul solidului format prin rotatia in jurul dreptei x =a,
a segmentului de parabold y’ = 4ax, taiat exterior de aceastd dreapta:
32ra’
15

R:

. L (x'=x
Indicatie. Se face translatia (x,y)— (x,)’), a.i. { ,
y =y +a

Se va evalua:

ﬂfi(zla(x + a))zdx

y y!T
| XxX=a
|\ .
( I \V\ AN
y \
|
o e
P! s X
TR
4 _ -
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20. Determinati volumul solidului format prin rotatia in jurul dreptei
y=-p, a suprafetei plane marginite de parabola y*=2px si de dreapta

2.
2
R 47rp3
3

Indicatie. Se face translatia de axe a.1. axa Ox sa devina dreapta y =—p.

AN

21. Determinati volumul solidului format prin rotatia, in jurul axei Oy, a
suprafetei plane cuprinse intre parabolele y = px* si x=gy’.

2
R: 7 a_ 1
5 2p
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22. Determinati volumul solidului generat de rotatia, in jurul axei Ox, a
buclei curbei:
(C): (x—a)y2 = ax(x—3a), (a > O)

3
za
—

R: 15—16ln2)

23. Determinati volumul solidului generat de rotatia cisoidei y* =
in jurul asimptotei x =2a.

R: 2r°a’

Indicatie. Ca mai sus (vezi figura).

|
y x=2a
2
y ==
2a—x h
AY
A
~
0] ~
—
- X
7/
7/
- /

24. Sa se calculeze volumul paraboloidului de revolutie cu raza bazei R si
indltime H.
TR*H
2
Indicatie. Ecuatia paraboloidului de revolutie, avand ecuatia x = R( o+ zz)

R:

este generat de rotatia parabolei x = Ry® in jurul axei Ox.
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25. Determinati volumul solidului format prin rotatia suprafetei plane
marginite de cicloida:
x=a(t—sint
(o, [r=et=sm)
y=a(l-cost)
in jurul a) axei Ox; b) axei Oy; c¢) axei de simetrie a figurii.
a) R: 5r°a’

Fig. a), ¢)

b) R: 67°d’

Fig. b)
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- @#—m)

c)

26. Determinati volumul solidului marginit de hiperboloidul cu o panza:

x2 y2 ZZ
(HI)Z ?‘Fb—z—c—zzl

si planele z=-1 si z=1.

R: 27rab(1 + Lz)
3c

Indicatie. Intersectia lui (H,) cu planul x = const este hiperbola:

2 2

y Z

xz_ xz_
w@-fj &P—fJ
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4. APLICATII ALE INTEGRALEI DEFINITE iN
MECANICA

4.1. Aplicatii generale ale integralei definite in mecanica clasica

1. Presiunea unui fluid

Pentru a calcula forta de presiune a unui fluid, vom utiliza legea lui Pascal,
care afirma ca forta de presiune a unui fluid P, ce actioneaza pe o suprafata
S la o adancime 4, este data de relatia:

(1

unde y este greutatea specifica a fluidului.

1. Lucrul mecanic
Dacd o forta variabila X = f(x) actioneaza pe directia axei Ox, atunci

lucrul mecanic efectuat de forta pe intervalul [x,,x, ] este dat de integrala:

L= J.: f(x)dx (2)

111. Energia cinetica
Energia cineticd a unui punct material de masd m si viteza v este data de
relatia:

K=" )

Observatii

1) Energia cinetica a unui sistem de puncte materiale avind masele
m,,m,,...,m, $l, respectiv, vitezele v,,v,,...,v, este egala cu:

i m,,v,.2
K=2=7"

i=1

2) Pentru calculul energiei cinetice a unui solid, se face o partitie a solidului
in particule elementare (care joca rolul punctelor materiale), se ITnsumeaza
apoi energia cinetica corespunzatoare acestor particule, iar 1in final, se
trece la limitd, suma devenind o integrala.
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1V. Campul electrostatic
Doud sarcini electrice ¢, si ¢, aflate la distanta » una fata de cealalta

interactioneaza cu o forta egala cu:

9,9,
F=2= 4
2 ( )

V. Miscarea unui punct material
Daca un punct material se afla in migcare de-a lungul unei curbe, avand
viteza v= f(¢) cunoscuti la fiecare moment de timp ¢#, atunci spatiul parcurs

intr-un interval [7,,1,] este dat de relatia:

s=[f(e)di (5)

Exercitii rezolvate

1. Viteza unui punct material este v=0,17m/s. Sa se gdseasca spatiul
parcurs de punct in intervalul 7 =10 s. Care este viteza medie de deplasare
in acest interval?

Solutie. Spatiul parcurs va fi:
4
s =ITv(z)dt=J.mit3dt=i-t— =250m
0 010 10 4|,
Apoi viteza medie:

y =2 =25 ms.
T

2. Ce lucru mecanic efectueaza o forta pentru a intinde un resort cu 6 cm,
dacd o fortd de 1kg il intinde 1cm?
Solutie. Potrivit legii lui Hooke, o forta X [kgf] intinde un resort pe

distanta x[m] care este egald cu X =kx, unde k este o constanta de
elasticitate. Alegem x=0,01m, X =1 kgf. Atunci:

k=X _100%L
X m
iar de aici obtinem:
X =100x

Astfel, lucrul mecanic efectuat va fi:
X 0,06 P 0,06
L= Xdr=]""100xdx=50x’| " =0,18 kg-m
0 0 0
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3. Determinati energia cineticd a unui cilindru circular de densitate § avand
raza bazei R si inaltimea A, care se roteste in jurul axei sale cu viteza
unghiulard w.
Solutie. Pentru a determina masa elementard dm vom considera masa unui
cilindru gol avand inaltimea /4 si raza interioara » si grosimea peretilor dr
(vezi figura de mai jos).
Cu aceste notatii vom scrie:

dm=2xr-hodr
Viteza liniard a masei elementare este:

V=ro

iar energia cinetica elementara:
2

dK =%dm = 7rw*hS dr

g iy

R
N

Integrand apoi, 1n raport cu r intre 0 si 2, urmeza:
7’ SR*h

4
4. Determinati forta de presiune exercitatd de un semicerc de raza r
scufundat vertical in apa a.i. diametrul sdu sa pluteasca pe suprafata apei
(vezi figura).
Solutie. Partitionam suprafata semidiscului in elemente — benzi paralele cu
suprafata apei. Aria unui asemenea element (neglijand termenii
infinitezimali de ordin superior) aflat la adancimea /4 este:

2 3
szRv—dmzimfhé'r—:
o2 3
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—\ ) =

SN

dS =2xdh=2~r* — h*dh

Presiunea exercitata de acest element este:

dP = yhdS = 2yhNr® — b dh
unde yeste greutatea specifica ( Yups = 1) . De aici deducem ca presiunea
exercitatd de semicerc asupra apei este:

P=2"INr* =i’ dh= _g(rz _hz)§ :4Tr3

0

5. Determinati forta de presiune exercitatd de un triunghi vertical avand
lungimile bazei b si indltimea egald cu 4, scufundat in lungul bazei in apa
a.i. varful sa atingd suprafata libera a apei.

Solutie. Introducem un sistem de coordonate, ca in figura, si consideram un
element — banda orizontald de grosime dx si aflata la adancimea x.

)

Asimiland banda cu un dreptunghi, elementul de arie corespunzator va fi:
dS = MN dx

Apoi din asemanarea triunghiurilor AMN si ABC rezulta:
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M — i = MN — b_x
b h h
De aici, obtinem expresia elementului de arie:
ds = éxdx
h

iar forta exercitata de elementul — banda va fi:
dP =xdS

(termenii de ordin superior s-au neglijat, iar greutatea specifica estey,; =1).
Integrand ultima egalitate pe [0,4], obtinem forta de presiune exercitata de
intreg triunghiul ABC asupra apei:

P:j”xdsijhxzdx:lbhz
0 nlo 3

6. Un jgheab vertical avand sectiunea transversala de forma unui trapez cu
lungimile bazelor 70 m, respectiv 50 m, iar inaltimea 20 m este plin cu apa
(vezi figura). Sa se determine forta de presiune a apei asupra peretilor
jgheabului.

Solutie. Elementul — banda considerat are aria aproximativ egala cu:

dS = MN dx
Tinand seama cd AOML ~ AOAE se obtine egalitatea de rapoarte:
ML _20-% v —20-x
20 20
Mai departe,
MN=ML+ILN=20-x+50=70—-x
70
20
Ax ald B
X
L N
M dx
0 50 C
X

Elementul de arie va fi:
dS =MNdx= (70—x)dx

si diferentiala fortei de presiune a apei va fi:
dP =xdS = x(70 — x)dS
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Integrand in raport cu x intre 0 si 20 vom scrie:

P=["x(20-x)dx=1 1333%

7. Un vas dreptunghiular este umplut cu volume egale de apa si ulei. Sa se
< . 1 . A . .
arate ca forta de presiune se reduce cu 3 daca se inlocuieste apa cu uleiul.

Solutie. Notam h—adancimea vasului, iar cu /-lungimea lui. Introducem
un sistem de coordonate ca in figura. Intrucat uleiul este situat deasupra apei
s1 ocupd jumadtatea superioard a vasului, forta de presiune a uleiului asupra
peretilor vasului se exercitd pe o jumatate din suprafata lui:

In*

h
P, =1J.2xldx=—
270 16

0] /

% N>
|
|
|

S

. A s h o A o . .
Presiunea la adancimea x > 5 se datoreaza atat presiunii coloanei de ulei la

A . h o .. . g . h
adancimea > cat si cea a coloanei de apa la adancimea x—E, astfel:

dP, = ﬁ-l+(x—ﬁj dez(x—ﬁjldx
22 2 4

de unde rezultd ca forta de presiune a amestecului la jumatatea inferioara a
vasului este:

2
P zjfz(x_ﬁ}xzﬂ
5 4 4

Prin urmare presiunea amestecului asupra peretilor vasului va avea valoarea:
I Ih* SIn
4 16 16

Daca vasul ar fi plin doar cu ulei, atunci forta de presiune asupra peretilor ar

fi:
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pzlj']xldxzﬂ
2o 4

de aici rezulta ca:

p-pP=tup=lp
16 5

8. O sarcind electrica Q concentratd in originea sistemului interactioneaza
cu o alta sarcina situatd in punctul (a,0) pe care o deplaseazd in punctul

(6,0). Determinati lucrul mecanic L efectuat de forta de interactiune F.

Solutie.

0 q | q
LN -_ i £
T oy T

Lucrul mecanic elementar dL al fortei F' pe deplasarea dx este:

a’Ldesz—?dx
X

de unde rezulta ca:

P raee Q4 o (1 L
L-LFdx— x| Qq(a bj
Qg

Cand b — +oo, lucrul mecanic, L —=*.
a

9. Calculati lucrul mecanic efectuat la aruncarea unui corp de greutate G
vertical in sus pana la inaltimea /.
Solutie. Notam:

F —forta de atractie dintre Pamant si corpul de masa m;

M — masa Pamantului;

m — masa corpului.

Aplicand legea lui Newton de atractie universalda, vom scrie:

Mm

2
X

unde x este distanta dintre corp si centrul Pamantului. Notand:
K =kmM
avem:

F=k

F(x)zx—Kz, R<x<h+R
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unde R este raza Pamantului.
Pentru x=R forta F(R) devine greutatea corpului i.e.

F(R):G:£2<:>K=GR2
R
iar mai departe:
_GR?

F(x)—

2
X

De aici obtinem cé lucrul mecanic elementar este:
2

dL = F(x)dx = GIS dx
X
Prin integrare, gasim:
o |R+h
I RhF(x):—GR :GRh
R X |R R+h
La limita pentru 4 — +o vom scrie:
. . GRh
lim L(h)= lim =GR

h—>+00 h—>+o R+ h
ceea ce Inseamna ca, la o valoare a lucrului mecanic egala cu GR corpul de
masa m, iese din campul gravitational terestru, (bineinteles dacd se
neglijeazad miscarea Pamantului).

10. O sfera de otel de razd R se roteste in jurul axei sale cu viteza
unghiulara . Sa se calculeze lucrul mecanic necesar pentru a opri sfera.

Solutie. Din teorema de conservare a energiei cinetice rezulta ca:
AK=LsK=L
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Mai departe, pentru a calcula energia cineticad a sferei vom Imparti sfera in
cilindri concentrici goi de grosime dx; viteza punctelor unui asemenea
cilindru de raza x este v = .

Elementul de volum a unui cilindru este:

dV =4xx\JR* — x*dxlim

FElementul de masa:
dM =vydV

unde y este greutatea specifica, astfel ca diferentiala energiei cinetice va fi:

dK =27y’ x’ N R* — X dx

De unde, rezulta, in final:
4 R3 2R2 M 2R2
K =2nye? | R -y =" D 2O

3 5 5
unde am tinut seama ca volumul sferei este:
ArR’
vx/' =
‘ 3
iar masa sferei:
M=yV

11. S& se calculeze lucrul mecanic de atractie efectuat de forta de
interactiune dintre doua particule £, P de mase m,, respectiv m, situat pe

axa Ox la distanta x,, respectiv x (vezi figura).
Solutie. Presupunem 0 < x, < x.

| v
I * >

X
0] X, x

Consideram particula P, fixa. Conform legii de atractie universald, forta

care actioneaza asupra lui P (de la stAnga spre dreapta) are marimea:
F(x)=—k—2"_

(x—x,)

unde k este o constantd. In acest caz, lucrul mecanic efectuat de forta F

pentru a deplasa particula P dintr-un punct x, intr-un punct x, (x, >x, >x,)

este:

L= J:z F(x)dx

1.€.
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X2

km,m (x1 -X, )

. - (xl _xo)(x2 _xo)

L=—km0mr2 dx___ kmym

X (x_xo)z X=X,

12. Sa se calculeze lucrul mecanic necesar pentru a intinde un resort de
lungime / si constantd elastica k£ cu lungime x,.
Solutie. Se stie cd pentru a intinde un resort de lungime datd / pana la
lungimea /+x este necesard o fortd proportionald de marime egala cu
valoarea alungirii i.e.

F (x) = kx
unde constanta k depinde de resort. Astfel lucrul mecanic va fi:

X0 kx2
L =IO F(x)dx =70

ANNANNANRNNNNNNN

13. Un resort actionat de o fortd F=100N este intins cu 1 cm. Sa se

calculeze lucrul mecanic necesar pentru a alungi resortul cu 5 cm.
Solutie. Conform legii lui Hooke:

F=kx
unde x reprezintd alungirea resortului. Pentru: F=100N si x=0,01m,
obtinem:

100=%-0,01 < k£ =10000
iar de-aici gasim forta:

F(x)=10000x

si lucrul mecanic:
2 0,05
0,0

s X
L= F(x)dr=10000— =12,5]

0
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14. Sa se calculeze forta cu care o tija omogend 0<x</ de densitate &
atrage un punct material P situat la distanta a pe axaOx (a>/) si de masa m

(vezi figura).
Solutie.
X X +dx P
| | I
O & o 1 |
a—x

Un element infinitezimal din tija, [x,x+dx] avdnd masa elementara:

dm=5dx
atrage punctul material P cu o forta:
dF = —k mo - dx

(a=x)’

unde £k este o constanta de proportionalitate. De aici, daca se integreaza in
raport cu x intre 0 §i / gasim:

L[ kmal

-X |0 a (a -1 )

= j 4dx_—km6

15. Sa se calculeze forta de presiune a apei ce actioneaza asupra unui disc
de raza R scufundat la addncimea H >2R (madsurata intre centrul discului si
suprafata libera a apei) (vezi figura).

Solutie. Alegem sistemul de axe ca in figura cu originea in centrul cercului.
Impartim discul in n — benzi orizontale de litime A, (i = L_n) . Aria unei

“ ”»”

asemenea benzi va fi:
dS, ~ AB-Ax, =2\ R* — x* Ax,

X

c
R/ N
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Admitdnd cd banda “i” este scufundatd la addncimea H —x, fata de

suprafata liberda a apei si aplicind legea lui Pascal vom scrie ca forta
elementara de presiune a apei asupra elementului — banda are valoarea:

AP =y(H —x,)AS, =2y (H —x,){|R* —x] Ax,
unde y este greutatea specificd a apei. Insuméand in ambii membri ultima

egalitate dupd i =1,n vom scrie:
P=Y"2y(H-x)VR* -x*Ax,
i=1

Tinzand la limita dupd n — o rezultd formula exacta pentru forta de
presiune a apei:

P=1imzn:27(H—xl.) R* —x” Ax,
n—>0 i=1

unde membrul drept reprezinta chiar integrala lui Riemann a functiei
f(x) = 27/(H —x)\/R2 -x’
ie.

P= 27/J.jeR(H - x)\/R2 ~x’dx=nyR°H

Exercitii propuse

1. S& se calculeze lucrul mecanic pe care il efectueaza o fortd pentru a
intinde un resort cu 0,5 cm stiind ca pentru a-l intinde cu 1cm este
necesard o fortda F=5N.

R: L=62,51]

2. Sa se calculeze lucrul mecanic efectuat pentru intinderea unui resort
elastic cu 2 m, stiind cd pentru a-l intinde cu 1 m este necesard o forta
F =100 N.

R: L=2001J

3. Sa se calculeze lucrul mecanic efectuat pentru intinderea unui resort
elastic cu 5 m stiind ca pentru a-1 intinde cu 1 m este necesard fortd de
10 N.

R: L=0,01251]
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4. Sa se calculeze lucrul mecanic efectuat pentru a ridica un corp de masa
m=>5 kg la inaltimea de 100 m.

R: L=4905]
Indicatie. Se integreazd L = JOIOO mg dx, unde G =mg este forta de greutate,

iar g=9,81 m/s* este acceleratia gravitationali.

5. O picatura de apd avand masa initiala M cade sub actiunea greutatii sale
si se evapora uniform pierzand prin aceasta in fiecare secunda o masd m. Sa
se determine lucrul mecanic efectuat de forta de greutate a picaturii, din
momentul inceperii caderii sale pana in momentul evapordrii totale.
(Se va neglija rezistenta aerului)
3
R: L=t g %2
6 m

6. Sa se determine lucrul mecanic necesar pentru a pompa apa dintr-un
boiler semisferic de raza R.
7R*
4

R: L=

7. Sa se determine energia cineticd a unui disc de masd M si raza R care se
roteste cu viteza unghiulard o in jurul unei axe ce trece prin centrul cercului
perpendicular pe planul acestuia

A7

N

TV

N

N

N
NN

o

SN
AN
NN
N

\V

\\
N
N\

N

D
N4

N

NN
\‘\\\\\\\
N\

SR

N

NN

N
NN
N
N
<

N
NN

NN
-

7,

A%
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8. Sa se determine presiunea unui fluid avand greutatea specifica y ce
actioneaza asupra unei elipse verticale de semiaxe a si b si al cdrui centru
este scufundat la adancimea 4 fata de nivelul fluidului (2 >5).

R: P=rmabyh

0|

X

9. Sa se determine presiunea unui fluid avand greutatea specificd y ce
actioneaza pe peretii interiori ai unui cilindru circular drept cu raza bazei r si
inaltimea / (cilindrul este umplut cu fluid).

R: P=nryh’

10. Sa se calculeze lucrul mecanic necesar pentru a invinge forta de
gravitatie la pomparea apei dintr-un vas conic avand varful orientat vertical
in jos.
nR*H
12

L=

11. Sa se calculeze lucrul mecanic necesar pentru a intinde un resort cu
6 cm dacd o fortd de 1 kgf intinde resortul cu 1 cm.
R: L=0,18 kgf-m

12. Densitatea unei tije, (0<x</) de lungime / se exprima prin:

. TX
q=4 SIHT
unde g, este o constantd. Sd se calculeze masa tijei.

R: 2qOL
7

13. Un corp este aruncat vertical in sus cu viteza initiald v, . Sa se calculeze
inaltimea la care se ridica dupd ¢ secunde. (Se neglijeaza rezistenta aerului).
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R: hzvot—&
2

Indicatie. Viteza la momentul ¢ este data de legea:
v=y,—gt

AV

b

14. Un punct material situat pe axa Ox oscileaza armonic in jurul originii
cu viteza v, data de legea:

v =y, cosmt
unde ¢—este timpul, v, —viteza initiald si ©—viteza unghiulard (v, si @
sunt date). Sa se determine pozitia punctului la momentul ¢ si marimea
vitezei medii a punctului dupa ce parcurge o oscilatie completa:

Vv 2
. _ Y _
R: x=—sinot, v, =—v,
w Vi

15. Un corp este aruncat vertical in sus cu viteza initiald v,. Se stie ca
viteza la momentul ¢ variaza dupa legea:

v=c- tg[—gt + arctgv—oj
C C

unde ¢, este o constantd, iar g si v, au semnificatiile de la problema 13.
Determinati inaltimea pana la care se ridica corpul.

2 2
R: C—ln{lJ{v—oj }
2g c

16. Viteza de miscare a unui punct material variaza dupa legea:
v=te " m/s.
Sa se calculeze spatiul parcurs de punct pana la oprire.
R: s=10'm

Indicatie. Se evalueaza lim
T—>+0J0

v(t)dt
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17. Un corp este ridicat vertical cu acceleratia:
A .-
f = (4, a, b constante pozitive, a —bt >0).
a—
Sa se determine viteza la momentul ¢, dacd viteza initiald este nula.
Determinati indltimea la care se ridica corpul la momentul 7 =,.

R: v:ﬁln( < j,h:i2 bt, —(a—bt, ) In—2=
b \a-bt b a—bt,

Indicatie. v=ﬁf(t)dt

18. Doua sarcini electrice g, =100 C si g, =200 C sunt situate pe axa Ox
in punctele x,=0, si, respectiv x, =1 cm. Sa se determine lucrul mecanic
efectuat pentru a deplasa a doua sarcina in punctul de abscisa 10 cm..

R: 18-10* J.
19. Ce lucru mecanic este necesar pentru a opri o sferd de otel cu raza
R=2m care se roteste cu viteza unghiulard »=1000rot/m In jurul axei sale?
(Se stie ca greutatea specifica a otelului y,,, =7,8 g/cm®)

R: K =%R2a)2 =2,3-10°kgm

Indicatie. Se aplica problema 10.

20. Un triunghi de baza b si inaltime /4 este scufundat in apa cu varful in
jos a.i. baza sa sa rdmana la suprafata liberd a apei. Determinati presiunea
apei asupra triunghiului.
bh’
R: P=—
6

21. Un cilindru cu piston mobil avand diametrul D =20 cm si lungimea

[=80cm este umplut cu abur la o presiune p=10 kgf/cm’. Ce lucru

mecanic este necesar pentru a mentine volumul aburului la temperatura
constanta (proces izoterm) ?

R: L=8007In2 (kg-m)
Indicatie. Pentru un proces izoterm ecuatia de stare se scrie pV = constant
i.e. pV=pV,. Lucrul mecanic efectuat pentru destinderea gazului de la
volumul v, la volumul v este:

L =J.:pdv
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22. Determinati lucrul mecanic efectuat intr-un proces adiabatic de
destindere al aerului avand volumul initial v,=1m’ si presiunea

p, =1 kgf/em® la volumul v, =10 m’.

R: L=~15,000 kg-m
Indicatie. Intr-un proces adiabatic, legea Iui Poisson se scrie pV’” = const.
sau pV’” =pJ/, unde y, =14. Seevalueaza L ca la problema anterioara.

4.2. Calculul momentelor statice si al momentelor de inertie.
Centre de greutate. Teoremele lui Guldin — Pappus

1V.2.1 Generalitati. Relatii de calcul

(i) Momentul static

Momentul static relativ la 0 axa A al unui punct material 4 avand masa m si
situat la distanta d fatd de axa este cantitativ egal cu:

M, =md
Momentul static relativ la o axa / a unui sistem de n — puncte materiale cu
masele m,,m,,...,m, situate in planul axei A si la distantele d,,d,,....d, fatd

de axa este suma:
n
M, = medi
i=1

unde distantele punctelor situate de-o parte a dreptei au semnul plus, iar cele
de pe cealalta parte a dreptei au semnul minus.

In mod similar se defineste momentul static al unui sistem de puncte relativ
la un plan.

Pentru un sistem material continuu (curba materiald sau domeniu plan
madrginit) momentele statice M si M, relativ la axele Ox si, respectiv,

Oy au expresiile integrale:
a) Pentru o curba (C) regulata:

M, = dem My= Iydm
(€) (©)

unde dm — reprezinta elementul de masa. Tinand cont ca:
dm = pdl

cu p—densitatea si d/ —elementul de arc pe curba.
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Vom scrie, 1n ipoteza p=1:

M, = j(c)xdz, M, = j(c) ydl (1)
unde:
x=x(t) .
(C): a<t<B si dl=x"+y"dt
y=y(1)
adica:

M, =J‘:x\/x'2 +y"dt|, M, =J‘:y\/x'2 +y"dt (2)

Pentru un domeniu plan (D) marginit de curba y = y(x), axa Ox si dreptele

x=a §l x=b,

1 ¢o
M =] vlyldy

S

1o ,
M, == [ syl 2)

b) Pentru un domeniu plan (D) marginit de curbele y =y, (x),

y=y,(x), (y1 (x)<y, (x)), dreptele x=a, x=b, (a<x<b) momentele
statice au expresiile:

M, =%I;(y§—yf)dx

M, = x(y, -y, Jx (3)

S

(if)Momente de inertie

Momentul de inertie, in raport cu axa A, a unui punct material de masa m
situat la distanta d fata de dreapta, este numarul:

I, =md’
Momentul de inertie relativ la axa A al unui sistem de » puncte materiale
de mase m,,m,,...,m, situate, respectiv, la distatele d, fata de dreapta A este
prin definitie:

I, = Zml.dl.2
i=1
unde d,.,d,,...,d, sunt distantele punctelor fatd de axa.
In cazul sistemelor continue de masi se defineste momentul de inertie 7,

inlocuind suma printr-o expresie integrabild, si anume:
a) Pentru curba materiald (C) definim momentele de inertie in raport cu

axele Ox si Oy:
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X

1 =J.x2dm, 1 =fy2dm
(©)

si tinand cont cd pentru o curbd omogena (facem conventia p=1) avem
dm =dl, rezultd ca momentele de inertie n raport cu axele Ox si Oy au
respectiv, expresiile:
L= [xdl), |I,=]yd (4)

() ()
De aici putem introduce momentul de inertie in raport cu originea sistemului
de coordonate O:

l,= I(x2+y2)dl (5)
(©)

In expresiile integrale de mai sus se consideri curba (C) definita prin

ecuatiile parametrice (2).
Analog, se pot defini momentele de inertie ale domeniilor plane marginite
de curba y=y(x) sau marginit de curbele y=y,(x), y=y,(x) si dreptele

x=a si x=>b.

(iii) Momentul de inertie al unei plici omogene avind forma unui
trapez curbiliniu in raport cu axa absciselor

Pentru o bard omogena AB situatd pe axa Ox, Intre punctele x=a §1 x=5b
(a <b) definim momentul de inertie al barei fatd de punctul O numarul

pozitiv [ definit prin:

1 =be2f(x)dx

[0) b a X

unde f(x) este densitatea barei.

In cazul in care se considera placa omogena avand forma din figurd atunci
definim prin analogie momentul de inertie 1n raport cu axa Ox , numarul:

Lo " 13 (x)dx
1_3.[af()d

unde p, este densitatea placii. Vom presupune in continuare p, =1.
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o a b x

In mod asemanitor se defineste momentul de inertie al plicii omogene
limitata de curbele y=f(x) si y=g(x) (x € [a,b]) in raport cu axa Ox

prin (vezi figura alaturata ):

1 =%J‘;[g3 (x)—f3 (x)]dx

Aplicatie.

Sa se determine momentul de inertie al semidiscului circular de raza R
avand originea in originea axelor de coordonate si cu diametrul pe axa Ox,
in raport cu aceastd axa.

Solutie. Avem:
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Schimbarea de variabila:
x—t..x=Rsint, dx=Rcostdt

X |—R R
t |~ z
‘ > — 3

conduce la integrala:
4

R* % 2
I=—J.2,,cos4taft=—H4
3 )z 3

unde H, = Ecos’" tdt. Pentrum par avem:

Hmz(m—l)!!z
m! 2
iar pentru m=4:
g o133
2-4 8

4

N < R 8 - o e .
Astfel in final, se gaseste: = 7% Dacd notim masa placii circulare cu m

2
si presupunem densitatea p, =1 atunci m = z

, astfel ca mai putem scrie:

B mR*

4

1

(iv) Momentul de inertie al unui corp de revolutie
in raport cu axa de rotatie

Un corp tridimensional omogen are momentul de inertie / relativ la axa Ox
numarul:

b
1 =%p0ja & (x)dx
Putem presupune p, =1
Aplicatie
Sa se determine momentul de inertie al unui con circular drept avand raza

bazei r si inaltimea A

Solutie. Fie y :% xe[0,h] ecuatia segmentului-generatoare. Atunci:
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h
Z_I = i

2 h“
Notand m — masa conului, se obtin:
zr’h . 3mr’
o’ 3 0 10
Y

o

N
\
\

19) oo x
(v) Centre de greutate

Pentru un sistem de » puncte materiale (4,) . masele m, si vectorii de

pozitie 7, in raport cu originea O a unui sistem de coordonate, definim
centrul de masa prin punctul C de vector de pozitie:

m —_—
_Xmn
2m

i=1
Pentru un mediu continuu (curba materiald y sau domeniu plan marginit D)
definim centrul de masa prin
_ j;dm
) —
‘ Idm

unde integralele se evalueazd pe domeniul D.

In cazul unei curbe materiale elementul de masa se exprima prin rotatia
dm= pdl

iar pentru un domeniu plan marginit
dm= pdS

Vom presupune ca mediul este omogen asa incat putem considera

p = constant. Prin urmare

a) pentru o curba materiala
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rdl

()
sau, pe componente

[ xa [ya
xc:(yj-7a ycz(y-).' i (6)
() ()

- x=x(t

unde r=(x,y,) si y: (1) te[a,p]. Trecand la integrala Riemann
y=y(1)

obtinem relatiile de calcul ale centrului de greutate corespunzatoare unei

curbe:
[7x () > (1) + 2 (1)ar
X, =22
‘ [Py

jf NON RO

) J.f x4y dt

c =

Uneori, notam & si 7 in loc de x, siy,
b) Pentru un mediu continuu din planul (D) marginit vom scrie
[ rds [ xas [ yas
—_ () (D)
= < § = , 77 =
© Jas [ ds [ ds
(D) (D) (D)

unde 7. =(&,7)
iar, pentru un corp (7) din spatiu:

[rav [ xav [yav  [zar
—_ _m _ _m
Q_IdVéjf_IdV’n_.LW'g_IdV

() () () ()

(8)

unde, 7. =(&.m.8).
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(vi) Teoremele lui Guldin — Pappus

Teorema I. Aria suprafetei generate de un arc de curba plana care se roteste
in jurul unei axe (D) din planul curbei (arcul fiind situat in intregime de

aceeasl parte a axei) este egald cu lungimea cercului descris de centrul de
greutate al curbei date, presupuse omogene.

\ Y
M4l
\
UV aRE B
: y I :y+dy
|
| I (.Y,
0] \ I & \ X
‘ | |
\
|

Un arc de curbd MN =dI genereaza prin rotatia sa in jurul axei (A), luata ca

axa Ox (vezi figura), un trunchi de con. Tinand seama ca aria laterald a
unui trunchi de con este 4=7z(R+r)G, rezulta ca elementul de arie este:

dS=n[(y+dy)+y]dl

Neglijand termenii infinitezimali de ordin superior deducem ca:
dsS=2rydl

de unde:

S =2z ydl

Notand /- lungimea arcului 4B, iar n — ordonata centrului de greutate,
scriem, mai departe:

[ydi=1-n
Asadar:

Teorema II. Volumul corpului generat prin rotatia unei suprafete plane
inchise in jurul unei axe (A) din planul ei (suprafata fiind situata in

intregime de aceeasi parte a axei) este egal cu produsul dintre aria acestei
surprafete si lungimea cercului descris de centrul ei de greutate.
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Presupunem ca axa de rotatie (A) este chiar axa Ox (vezi figura) notam y,
ordonata unui punct de pe arcul superior AMB si y, ordonata unui punct

situat pe arcul inferior ANB corespunzator aceleiasi abscise x. Volumul
generat de elementul de suprafata MM'N'N poate fi exprimat ca diferenta
volumelor a doi cilindri de aceeasi Indltime dx si cu razele bazelor y, si y,.

Rezulta:

AV =ryldx—ry,dx = 27[%()/1 —yz)dx =2xydS

+ .
unde s-a notat y =% ordonata centrului maselor pentru elementul de

arie MM'N'N presupus dreptunghiular. De aici, obtinem:

v=2x[yds
Notand S — aria suprafetei plane AMBNA si n —ordonata centrului maselor,
putem scrie mai departe:

(v) Proprietdtile centrelor de greutate

Vom enunta cateva dintre proprietatile mai importante ale centrelor de
greutate utile in aplicatii.

(1) Daca un sistem material admite un plan, o axa sau un centru de
simetrie, atunci centrul de greutate se afld in acel plan, pe acea axa sau in
acel centru.

(2) Daca un sistem material (S§) se compune din »n subsisteme
(5,).(S,).--.(S,) avand fiecare masele M,,M,,...M, si centrele de greutate
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C,C,,...C,, atunci centrul de masa al sistemului (S) se poate obtine
considerand cd@ masele sistemelor componente M, sunt concentrate in
centrele lor de masa i.e.

unde prin R, s-au notat vectorii de pozitie ai centrelor de masi C, (z‘ = E)

(3) Daca un sistem material (S) poate fi considerat ca provenind
dintr-un sistem (S,) din care a fost indepartat un sistem (S,) si daca se
cunosc centrele de greutate C, si C, ale celor doud sisteme, atunci centrul
de greutate al sistemului (S) se poate obtine considerand ca in punctele C,
si C, s-ar concentra masele M, si M, , i.e.
o M,R —M,R,

M, -M,

Exercitii rezolvate

1. Sa se determine centrul de greutate al unei bare omogene de lungime /.
Solutie. Fie bara AB de lungime / situata in lungul axei Ox (vezi figura).

B
t >

Ji X

e

A
0

Notam C — centrul de greutate iar, £ — abscisa punctului C.
Avem:

Prin urmare, o bard omogena va avea centrul de greutate situat in mijlocul
barei.

Observatie. Dacd se cunosc, in particular, coordonatele extremitatilor
segmentului 4B, A(x,,y,), B(x,,»,), atunci (vezi figura aldturata).
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Analog, se obtine:
Nt
g 2
2. Sa se determine centrul de greutate al placii omogene avand forma unui
triunghi dreptunghic cu lungimile catetelor a si b.
Solutie. Fie un sistem de axe xOy ales ca in figura.

(4

piB

0

Ecuatia segmentului [4B] este:
[AB]: £+%=1, xe[O,a], ye[O,b].
a

Atunci figura pland marginita de arcul [4B], axa Ox si dreptele de ecuatii

x=0 si x=a are coordonatele centrelor de greutate, respectiv:

1 fa a
_E.[oy|y|dx _I0x|y|dx
e "Tw
2 2
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Din ecuatia arcului [4B] obtinem:

-

de unde rezulta ca:

@ a Y b (a—x)3 ’
[ ylylee=b] (1 _Zj de=-22 0
0

)
3

iar

a a X azb
J.O xydx = bjo x(l —Ejdx =?
inlocuind mai sus obtinem, in final:
b

a
5—2,0—2

3. Sa se determine momentul de inertie al placii omogene plane
triunghiulare avand lungimea bazei b si inaltimea / in raport cu baza sa.
Solutie. Alegem un sistem de axe xOy ca in figura de mai jos si delimitam

cu o banda parabola cu axa Oy de latime dy.

o g, ¢

Elementul de arie al dreptunghiului MNPQ va fi:
dS = MN -dy
unde MN rezulta din asemanarea triunghiurilor AMN si ABC, i.e.

MN h-y b
—=———S MN=—(h-
T SMV=g ()
Asadar:
b
aS=—(h-
(=)
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Placa fiind omogend (putem alege p =1) rezulta cd elementul de masa
corespunzator benzii MNPQ este:
dm=dS
de unde reiese imediat ca:
, , b bi®
Iydm—jde—hJ (h y)dy—

[4BC] [4Bc] 12

4. Sa se determine centrul de greutate al unei bare omogene in forma de arc
avand unghiul la centru de masurd 2« si raza R.

Solutie. Fie un sistem de axe ales, astfel incat axa Ox este bisectoarea
unghiului 40B, iar axa Oy in planul arcului.

Bara fiind plana, deducem ca ¢ =0, iar cum Ox este axa de simetrie rezulta
ca n=0. Pentru determinarea abscisei & vom considera un element de arc:
dl =MM'=Rd6
iar x = Rcos#; 1n acest caz:
j xdl

ce J R2c059d9_2Rj cos@db Rsma
jdz [“ Rao 2R0; «

a . - . T .
In particular, daca bara este un semicerc, a = > 1ar:

.
Rsin—

2R

= 2 _&t

T T
2
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5. Sa se determine momentele statice, in raport cu axele Ox si Oy, ale
triunghiului marginit de dreptele:

XY
_+_:1, x:O’ :0
b Y

a

Solutie. Aplicam relatiile (2') pentru y = b[l - i), xe[0,a]. Astfel:
a

y

0] a x
1 ca b* (a xY ab’
MX:EJ.oyy|dx=7J.0£1_;J dXZ?

a a X azb
M, =.[0 x|y|dx=b.[0 x(l—;}z?

6. Sa se determine momentele statice, in raport cu axele Ox si Oy, ale unui
arc al semicercului:
¥ +y =d, y20
Sa se deduca de aici centrul de greutate corespunzaor semicercului.
Solutie. Avem:

y= /az_x2’ y’:—;
az—xz

d
dl =1+ dv=—2E
az—xz

De aici rezulta ca:

M, = [xdi=|" —=—dx=0.
AB “Na -x

—
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dl

iar
a a adx
M, =I ydlzj Va' —x’ ——=2a’
-a -a [aZ _x2
Observatie. Din definitia centrului de greutate deducem ca in cazul unei
curbe situate in plan sau a unui domeniu plan marginit avand masa:

= Idm
rezulta ca:
M, M,

&= IVRAREY;
Cu aceasta observatie rezulta ca:

a

a adx X
—aarcsm— =ra

_a\/i

=0, n= Ea.
7
7. Sa se determine centrul de greutate al placii plane in forma de sector
circular avand unghiul la centru 2« si de raza R.
Solutie. Se alege sistemul de axe ca in figura aliturati. Intrucdt axa Ox
este axa de simetrie rezultd cd n=0.

Iar apoi:

Y
B
R M'
M
9]0+do
o) X
R
A
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Pentru a determina abscisa centrului de greutate, & aplicam formula:
[ xds

_ [40B]

jds
FElementul de arie dS se calculeaza considerand un sector circular
infinitezimal OMM'. Aria sa va fi;

g

a’S:%MM’-OM:%dI-R
Insd dl = Rd0, astfel ca:
as =lR2d0
2
Asimiland sectorul OMM' cu un triunghi isoscel, centrul sdu de greutate va
fi situat pe mediana ce pleacda din varful O la distanta %R de origine.

Rezultd, prin neglijarea termenilor infinitezimali de ordin superior, ca:

2
x=—Rcosé
3
Atunci:
Y 2 R .|
j ERCOSH-R—dé’ —sind )
R 27 3 . _2Rsina
J‘a Kdg aR’ 3 «a
—a 2

In particular, pentru o placd omogena semicirculard, unghiul la centru este
20 = &, 1ar:

. T
2Rsm§ _4_R

R
2

8. Sa se determine centrul de greutate al unei placi triunghiulare omogene.
Solutie. Pentru simplitate, vom alege un sistem de axe xOy a.i. punctele B

si C sa fie pe axa Ox, de-o parte si de alta a axei Oy (vezi figura). Asadar,
scriem:
A(0,a), B(b,0), C(c,0), (b<O<c).
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B 0| C X
Placa plana [40C] este marginita de dreptele:
y=0, (4B), (4C)
Unde:

y
AB): =+==1

w O =

v
AC): Z42 o
(4C): —+=

Notam f:[b, ¢] > R, definita prin:

a(l—%) xe[b,0]

=1, "
1-= 0,
a( Cj xe[0.c]
Astfel:
[ xas [ yas
_® _®
d [ds 7 [ ds
(o) (o)

Insd dS = f(x)dx. De aici obtinem:

S=(£)dS=(Z[)f(x)dx=aLT1—%)Jx+aK(1—Sde:

iar apoi:

.[XdSZ(z[)xf(x)dx=aj.:x(l—gjdx+aj(:x(1—§jd =

(D)
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b\ 2 3 ,

Inlocuind 1n expresia lui & gasim:

a(cz—bz)
B 6 _b+c
6= a(c—b) 3
2

Evaludm acum integrala de la numaratorul lui 7:

1 a’ o 2 a’ e 2
J-dezaifz(x)dxzﬁL(a—x)dx+gjlo(c—x)dx=

(D)

B a’ 30 a 31© a’h azc_az(c—b)
I A e S
Astfel:
az(c—b)
6 _a
= a(c—b) 3
2

9. Sa se determine momentele statice in raport cu axele Ox si Oy,

momentul de inertie in raport cu originea si centrul de greutate al placii
plane definitd de multimea:

D={(x,y)|0£x£a, y2 <ax, a>0}
Solutie. Pe figura de mai jos notdm

g(x)zx/a,f(x)z— ax, (OSxSa).
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Momentul static in raport cu axa Ox este:
1 (a
M, =§J.O [gz (x)—f2 (x)]dsz
Apoi momentul static in raport cu axa Oy va fi:
a a 2 4a’\a
My:.[o x[g(x)—f(x)}dxz%[o x\/;dx=2agx2\/; a5 a

Pentru a determina coordonatele &, 7 ale centrelor de greutate vom tine

a
0

seama de observatia de la exercifiul 5. Astfel aria placii plane (D) este:

21 42
S:IdS:zJ- g()C)d)C=2\/EEX3 :41
) 0 3 3
0
Iar mai departe vom scrie:
M, M,
E=—>, n=
S S
Inlocuind expresiile lui Mx si My obtinem in final:
3
=—a, =0.
55 n

Momentul de inertie /, se evalueaza astfel:
I, = I (x2 +y° )dS = 2foa[x2 +g° (x)]g(x)dx = 2joa(x2 + ax)\/adx =
(D)

= 2(%\/533 X +§a a xzx/;j

0

4
35

10. Sa se calculeze momentul static in raport cu axa Oz, momentul de
inertie in raport cu planul xOy si centrul de greutate al placii omogene in

forma de zona sferica (vezi figura alaturata).

Solutie. Se alege un sistem de referintd xOz, a.i. axa Oz sd fie axa de

simetrie.

Fie planele z =z, §i z=z, planele celor doud cercuri paralele care limiteaza

zona. Din motive de simetrie £=0 si n7=0. Determinam cota £, astfel in

relatia:
.[ zdS

g:?ﬁ

z
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Elementul de arie dS se calculeaza alegand aria unei zone infinitezimale
sectionate prin planele de cota z §i z+dz. Aria unei asemenea zone, in baza
unei binecunoscute relatii din geometria clasica este:

dS =2nRdz

In acest caz,
IdS = JZZ 27Rdz = 27rR(Z2 —Zl)
5 1

iar
z Z2 =
zdS=|"27Rzdz=27R—| =7xR(z -z

_i‘ ,L] 2 . ( 2 1 )
De aici rezulta ca:

= ”R(Zj _212) _5+z

27ZR(Z2 -z ) 2

Momentul static in raport cu axa Oz se determind direct din relatia:

MX
6= S

ie.
M, =ZI+TZz-27rR(Z2 —zl)=7zR(zz2 _le)
Momentul de inertie 1n raport cu planul xOy va fi:
Lo, = IzzdS
s

adica:
27R

L, = J:z 27R(z, —z))2’dz =

(22 —21)3.
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11. Sa se determine momentul static In raport cu axa Oz, momentul de
inertie in raport cu planul xOy si centrul de greutate al corpului omogen in
forma de con avand raza bazei R si indltimea H (vezi figura a).

Solutie.

N\ Z
A R B
0
p—AM
H
VA
0 y >
X
a b

Se alege un sistem de referintd Oxyz, a.i. originea O sa fie in varful conului
iar axa Oz—axa de simetrie avand orientarea spre amonte. Din motive de
simetrie £=0 si 7 =0. Pentru determinarea cotei { vom aplica formula:

szV

Ca element de volum d7 vom considera un trunchi de con infinitezimal
obtinut prin sectionarea conului cu planele de cote z §i z +dz. Acest trunchi
de con se va asimila cu un cilindru circular drept, avand raza bazei r si
indltimea dz. Rezulta ca:

AV =nr’dz
unde 7 se obtine din asimilarea triunghiurilor MOP si QBO (vezi figura b).

r zZ
—=—Sr=—z
R H H
deci:
2

dv = 7[%22 dz
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de unde rezulta imediat:

2 2
V= J-deﬁ(ﬁj IszdZ=7[R H
R H) 70 3

rezultat deja obtinut in capitolul 3. Apoi:
2 2772
# (R R H
j zdV =.[0 ﬁ(—j Pdz=2
) H 4
iar mai departe, daca Inlocuim ultimele doua rezultate in relatia de calcul a
cotei centrului de greutate, gdsim:

7TR*H?
__ 4 _3H
J 7TR*H 4
3

Momentul static in raport cu axa Oz rezulta imediat din:

M H zR’H zR’H’
é/: Z:}MZ:gV:E}—ﬂ- :7[
14 4 3 4
Momentul de inertie planar 7, se determind din relatia:
Ly =[Zdv

(7)
care conduce la

2 27173
H (R TR°H
Ix()y = J-O ”(EJ Z4dZ =

5

12. Aceleasi cerinte pentru un corp omogen in forma de emisfera (figura a)
Solutie. Se alege sistemul de referintd ca in figura, originea fiind in centrul
sferei din care a fost taiata emisfera, iar axa Oz si fie axa de simetrie a
emisferei (vezi figura de mai jos ).
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Rezultda £=0 si n=0. La fel ca si la exercitiul anterior, pentru a gasi cota
centrului de greutate vom alege o calotd infinitezimalda obtinutd prin
sectionarea emisferei cu planele de cotd z si z+dz. Elementul obtinut se
asimileaza (neglijand termenii infinitezimali de ordin superior) cu un
cilindru cu raza bazei r si indltimea dz si avand volumul:

dv =rnridz
Aplicand teorema lui Pitagora 1n triunghiul MPO drepunghic in P (figura b)
rezultd ca

r=R-Z"
Astfel, elementul de volum va fi:

dv =n(R* - 2" )dz
De aici rezultd imediat ca, volumul emisferei (7') va fi:

V= jdV:;sz(Rz—f)dz:ﬂ
7) ’ 3

un rezultat, de asemenea, obtinut in capitolul 3.
Mai departe,

R R*
(.l‘)de =J0 z7r(R2 —Zz)dz :”T

iar daca se Inlocuiesc ultimele doud rezultate in formula (9) obtinem:

Ide 7R
(1) 4 _3R
é’: = 3 = —
dV  2zR 8
(1) 3

Momentul static M _ se obtine din relatia:
M R 2zR’  zR'
é’: Z(:)Mzzé,st— 7 :72-
V 8 3 4

iar momentul planar 7, va fi:

IXO}!: J‘ZZdV:J‘Rzz-E(RZ—ZZ)dZZZﬂ-RS
(7) ‘ 15

13. Sa se determine pozitia centrului de greutate al placii plane in forma de
cardioida (vezi figura).
Solutie.
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N
. M
€9+ddl
0 X o x

Ecuatia curbei care margineste placa omogena este In coordonate polare:
r=a(l+cos6)
Din considerente geometrice, centrul de greutate se afla pe axa Ox si are
abscisa datd de relatia:
[ xas
_
““ s
(D)
unde, dS este aria unui element infinitezimal asimilat ca un triunghi isoscel
OMN avand aria aproximativ egala cu:

ds =lr-MN =lr2d<9
2 2

Rationand ca la exercitiul 6 vom scrie:
2
x=—rcosé
3
iar daca se inlocuiesc ultimele doua rezultate in expresia lui & se obtine
J‘Ercosé’-lrzde 2 j r’cos0do
(03 : 3 )
5 = =
2
jlrzdg [ rdo
()2 ®)
Evaludm separat fiecare integrala:
Ir3 cosfdf = a3J._” (1+cos) cosOd =

D

= ai[_i(cos@ +3cos” @ +3cos’ @ +cos’ 0)d0
Notam
A4 = Jt; cos” xdx
Tinand seama de rezultatul obtinut in paragraful 1.4 rezulta:
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A, :J” cos”xdlecos”’lﬁsinef +n__1[n—2’ vn=z2
_x n d n

iar de aici:
4, =[" cos0d0 =sing|" =0

=

A4, =j:” cos’ 0dO = {%cosﬁsinéhréﬁ}

-

i 1 . V4 2
4, =I cos’ 0dO=—cos’ Osin6|” +=4,=0
~ 3 -3

T 1 . 4 3 3
A, =_[ cos46’d0=—cos3051n0| +—4, =2z
- 4 T4 4
Astfel:
z 1 3
Jl rcos@dO=a’ (37[ +3T”) = SZa

Evaluam integrala de la numitor:
v T 2 v
I_ r2d9=a2j_ (1+cos0) dﬁzazj (1+2c0s0+c0526’)d0:

=a’ (¢9|’j” +24 + Az) — & (27 +7)=37d’

Inlocuind in expresia lui & ultimele doud rezultate obtinem, in final:

157za3
2 4 5
=—Aa- =—Aa
d 3 3za® 6

14. Sa se determine pozitia centrului de greutate a semicercului omogen de

raza R folosind teorema I a lui Guldin-Pappus.

Solutie. Fie xOy un sistem de referinta ales ca In figura. Notam S aria sferei

de razd R, atunci S =4zR’ iar, din feorema I a lui Guldin-Pappus rezult ca
S=2xnl

unde, 7 este ordonata centrului de greutate, iar /— lungimea arcului de

—_—

cerc AB.
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Urmeaza ca:

S 47R* 2R

77:2_7rlz27r-7zR :7

15. Sa se determine pozitia centrului de greutate al semidiscului omogen de
raza R folosind teorema a Il-a a lui Guldin-Pappus.
Solutie. Alegem un sistem de axe ca in figura alaturata.

Y
xn
-R R
0 X
Notam V —volumul corpului de rotatie in jurul axei Ox, atunci:
AZR® . . . . .
y=2" , iar din teorema a Il-a a lui Guldin: V =2znS, unde S este aria
semidiscului de raza R, iar 5 este ordonata centrului da masa. Deducem ca:
4z R’
4 3 4R
77 = = > =
2rzS TR RY/4
27 -

16. Sa se determine volumul torului generat prin rotatia discului limitat de
cercul de ecuatie:

x’ +(y—b)2 =R’
in jurul axei Ox.

0 x

Solutie. Centrul de greutate al discului omogen este evident in centrul sau,
ie.
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n=h
Apoi conform teoremei a II-a lui Guldin-Pappus:

V =27zns
unde ¥ = volumul corpului de rotatie (torul), iar S=7zR’ este aria discului,
astfel:

V =2rh-nR* =27°hR’

17. Sa se stabileasca pozitia centrului arcului de parabola

(C): y=h—kx2, (h,k>0)
limitat de semiplanul y > 0.
Solutie. Abscisele punctelor de intersectie ale parabolei cu axa Ox sunt (vezi
figura)

a= _\/E’ b = \/Ea

k k
unde / defineste sageata segmentului de parabola.
y

a O b x

Din motive de simetrie £ =0. Valoarea lui n este data de:
b b 2 2
zlL y|y|dx _ 1 L (h—kx ) dx
o 2 fmwe

unde

j”(h - )zdx:%hz %

jj(h—locz)dx%h\/%
2

Inlocuind mai sus expresile integrale deducem ci 7 =§h. Deci, centrul de

si

greutate al arcului de parabola considerat ca se afld pe axa de simetrie la o

distanta egala cu % din sageata.
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18. Sa se determine centrul de greutate al unui segment de elipsa.

Solutie. Sa consideram placa eliptica omogena limitata de arcul de curba:
2 2

x—2+;—2=1, (a>0, b>0)

a
si dreapta:

y=k, (0<k<b)
(vezi figura )

< b . .
Notam y, =k, y,=—+a’-x*, xe[-a,a].Fie x,, x, abscisele punctelor
a

de intersectie ale dreptei y =k cu arcul eliptic. Atunci:

K / K
X, =—a l—b—z, X,=a l—b—2

Din motive de simetrie, £ =0, iar ordonata centrului de greutate are
valoarea data de:
*2 b2 2 2 2
. J.O [z(a —Xx )—k dx

a

2 .[Oxz [b\/az —x? —k}dx
a

Se constata usor ca:

I:Z {b—z(az -x ) . }dx = %(b2 -k )x2

a
iar
X

) 2
K, :J-Oz\/a2 —x"dx :(%arcsin£+§\/a2 —xzj
a

a’ | kK 1 a*
=—arcsin, [l —— +—-—
2 b> 2 b

Prin urmare:
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2
3 s
arcsin —bfz_k
2 b
1k
b2

Observatie. Ne propunem sa evaludm raportul dintre 7 —» si sdgeata placii,

h=b—-k, notat g:n_k si apoi lime.

b—k b—k

Pentru aceasta, fie:

2
I <:>£=\/1—u2

B> b
astfel:
1_lu2_\/ﬁ'arcsmu
ol -k _ 3 u
h [arcsm_ﬁj(l_m)
u
Se constata ca limitele expresiilor:
. 2
l—uz—l-i—luz+lu4 arcsmu_l_ui_iu“
2 8 u 6 40
u’ ’ u’ ’
arcsinu \/—2 2, 14 3 &
-Vl-u" ——u" ——u ——u
u 3 5 28
u8
sunt finite pentru u — 0.
Au loc dezvoltarile in jurul lui u =0.
V1-u’ =1—lu2 —lu4 + 0, (uG)
2 8
arcsinu w3, 6
=l+—+—u +02(u )
u 6 40
o7 aesinu 1, 2, +O3(u6)
u 3 15
e 1—w® =20 =+ =u +0, (us)
u

1-v1-u’ =%u +%u +05(u6)
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o, (u(’) _
Unde lim < o0, h=1,

u—0 u

Inlocuind aceste dezvoltari in expresia lui & vom scrie, in final

n—k 2”0()
b—k 51+0()

iar daca se trece la limita dupa » — 0 i.e. pentru & — b obtinem:

¢=

lime=—
k—b 5

Asadar, pentru k apropiat de b, raportul dintre distanta la baza segmentului a
. .. o . . 2
centrului de greutate si sdgeata placii, este foarte apropiat de 5 rezultat

obtinut riguros in cazul segmentului parabolic.
In cazul particular k =0, obtinem centrul ce greutate al semielipseli, i.e.

15

19. Determinati pozitia centrului de greutate al unui corp omogen de forma
unui con circular drept avand raza bazei r si indltimea /.
Solutie. Alegem un sistem de axe xOy ca In figura alaturata. Dupa cum

stim abscisa & a centrului de greutate a unui corp omogen care admite axa
Ox, ca axa de simetrie este:

Jj xS(x)dx
I:S(x)dx

unde S(x) este aria sectiunii transversale duse printr-un plan perpendicular

&=

pe axa de simetrie. Asadar, din egalitatea de rapoarte:

Fy X r
== ==X
r h h

2
deducem ca S(x)=7x7; = ﬂ(%xj , astfel ca:

”j [ ) _%h
zjh(xj dx
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Deci, centrul de greutate se afla la o distantd de bazd egald cu 1 din

inaltimea conului.

20. Determinati centrul de greutate al solidului omogen obtinut indepartand
dintr-un semielipsoid de rotatie un solid limitat de un con circular cu aceeasi

axa de simetrie si de deschidere datd «, (0 <a< %) (vezi figura).

Solutie.

Fie semielipsa de ecuatie:
2 2

X Yy
—+==1, x>0
a b’

care genereaza semielipsoidul prin rotatia ei in jurul axei Ox (vezi figura)
a) In acest caz, notam:

f(x)zxtga, g(x)zgxfaz -x’, xe [O,xo]
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ab

Jbr+aditg’ a

functiilor f'si g (vezi figura). Prin urmare, centrul de greutate C va avea
abscisa:

unde x, = este abscisa punctului de intersectie a graficelor

et e Lr-r-w
L)1) ﬂbz (¢ =)= tg’ a}dx

2
a

& =

Un calcul simplu (care il lasam pe seama cititorului !) releva rezultatul:

3 3ab
R e B
8 8yb +a tg o
In particular, pentru =0 gisim abscisa centrului de greutate a
semielipsoidului de rotatie in jurul axei Ox,
3a

<o 2

a fiind inaltimea (sdgeata) semielipsoidului.
Observatii.

i) Masa solidului specificat este:

ab’

Wb +a’tg’a
unde p este masa specifica constanta.

ii) Masa semielipsoidului este:

M, =2mp

_ 2mpab’

M, 3
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21. Determinati centrul de greutate al solidului de rotatie limitat de conul
circular cu varful pe suprafata semielipsoidului (vezi figura a) .
Solutie.

Y
bm == y
0] | a
S o , a
4 Xo X
z _ 0]
-b|— —
Fig. a Fig. b
Rationand ca la problema anterioard notam:
xtga x€[0,x,)

S(x)=0, g(x)=1b s xe[x,a]

Nu vom proceda la calculul integralelor din expresia generala a abscisei
centrului de greutate ci vom folosi rezultatele de la problema 19. Asadar,
masa solidului considerat este

2
M= M _M:27rpab - 1

2 0 1
3 2
1/1+Z—2tg205

Mai departe, utilizand proprietatea (2) de la centrele de masa, vom scrie:

é: — Ml§1 + M2§2
© M +M,
De aici, se obtine usor:
3ad , 1
52 _gb_3tg a ) >

In cazul particular, a =b, se obtine sectorul sferic limitat de un con circular
drept si de o suprafatd sferica, centrul sferei fiind chiar in varful conului.
Intre raza a a sferei, Tndltimea lui / a conului si semideschiderea o exista
relatia:

551



acosa =nh
In acest caz:

3
&, =§(a+h), M, = 27pa (I1-cosa)
De asemenea, mai avem:
2 3
& =§acosa, M, = P4 cosa
8 3
s
3 2rpa’
:—a’ M =
& =5a. My=""%

22. Sa se afle pozitia centrului de greutate al piramidei care admite axa Ox
ca axa de simetrie oblica in raport cu planul bazei (P).

Solutie. Fie piramida avand ca raza un poligon regulat [4,,4,,...,4,] si varful

in punctul O (vezi figura). Fie Q centrul de simetrie al bazei, situat in planul
(P). Axa Oxeste axa de simetrie oblicd ce uneste punctele O si Q. O

sectiune printr-un plan paralel cu planul (P)taie piramida dupa un poligon
asemenea cu cel de baza avand aria S(x), unde x este abscisa punctului de

intersectie al planului cu axa Ox. Acest punct este centrul de simetrie al
sectiunii. Avem:

Din asemanarea celor doua sectiuni rezulta

)

552



unde S, —este aria bazei, 4 — inaltimea piramidei de baza [B,,B,.,...,B, |, iar
h, — inaltimea piramidei cu baza [4,, 4,,..., 4,]. Evident:
h=xcosa = S(x) =i;x2 cos’ &
Prin urmare, abscisa centrului de greutate:
b h
_ ja[xS(x)dx _ J‘“h X dx :i h,
I S(x)dx J.O x’dx 4cosa

a

In particular, masa piramidei este:

M= ,0M
Deci, centrul de greutate se afla pe axa de simetrie la intersectia ei cu planul
paralel cu baza, dus la o distantd de bazd egald cu % din indltimea
piramidei.

23. Determinati momentul static al arcului de elipsa:
2 2

X )
—+—==1
a’> b

in raport cu axa Ox (vezi figura).

Solutie. Avem y=2\/a2 —x, apoi:
a
ydl=y1+y dx=1]y* +(») dx—\/bz——x +—x

b
ydl =—~a’ — &’ x*dx
a
unde ¢ este extremitatea elipsei, definitd prin:

Ja' =b?

a

,  ¥20

Sau
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Integrdnd de la —a la a in ultima egalitate, gdsim:

M, = j ydl :2.[‘1 Va? —Szxzdx=%.“:\/a2 —&’x’dx =
:4-}} a4 a
2
=2(a\/a2 -g'a’ +a—arcsin8] =b(b+£arcsin gj

a £ £
In particular, pentru cerc (a=5b) avem:
M, =2d’
A A . . arcsing
intrucat, £=0, 1ar lim =1.

&0 <

24. Determinati momentul de inertie al drepunghiului cu baza b si inaltimea

h in raport cu axa bazei (vezi figura).

Solutie. Consideram o banda elementard de grosime dy care intersecteaza

drepunghiul si este paraleld cu baza. Masa elementului considerat este:

dS=MNdy=bdy

h

y+dy T | dy
Y N
0 b X

Mai departe: dI, =by’dy, iar de aici se obtine: 1, = .[Oh by*dy :%
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25. Determinati momentul de inertie in jurul axei Oy a domeniului plan
marginit de parabola y* =4ax si de dreapta x=a, a>0.
Solutie. Avem

dl . =x’dS
unde dS este aria elementului banda de grosime dx, paralel cu axa Oy dus
prin punctul de abscisa x (vezi figura alaturata).
y

//

dx _

]

-

Apot:
ds = 2|y|dx =2+/4ax dx
de aici urmeaza:

7
I =J‘bx2 as =J‘:4x2\/adx=4\/5%az =§a4

26. La proiectarea podurilor de lemn avem de-a face cu busteni aplatizati pe
ambele fete. Figura alaturata descrie sectiunea transversald a unui asemenea
bustean. Determinati momentul de inertie a sectiunii transversale in raport
cu axa de simetrie.
Solutie. Alegem un sistem de coordonate xOy ca in figura. Astfel:

dl =y’dS
unde:

dS = MNdy = 2xdy =2 R* — y*dy
De-aici urmeaza

I = Z.I._hhyzﬂR2 -y dy =4J‘0hy2\/R2 -y dy
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Efectuam transformarea:
y—t..y=Rsint, dy=Rcostdt

r

h A
I, =4J'0 VAR =) aly=4f0 R*sin’t- R* cos’ tdt

A, 2. 21— 4
=4R* J.O sin’ tcos’tdt = R4IO sin® 2¢dt =R* J.O %t

4
) —lsin4t = R—arcsin£+£(2h2 —Rz)'\/R2 -
2 4 2 R R
In particular, pentru =R, se obtine momentul de inertie al discului de razi
R, 1n raport cu unul dintre diametre:
I - 7R
Ty

unde am notat A =arcsin (ﬁ) Asadar:

y2

0

27. Determinati momentul de inertie, In raport cu axa Ox, al domeniului
plan marginit de parabolele:

b’ a

o x+— | a>0
7 2a (x 2] ( )

Solutie. Consideram elementul banda de grosime dy dus prin punctul de

ordonatd y paralel cu axa Ox (vezi figura):
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Atunci:

R O )
unde x,, x, sunt abscisele punctelor M si N.
Apoi scriem,

dl =y’dsS

iar daca se integreaza intre —% s % ultima egalitate se obtine:
b b 3
> 4a > 4a ab
_ 12 2 _ 2 — 2.,2 _ 2 —
L, —I_gy [a e jdy 2[2y (a R4 jdy 30

28. Sa se determine coordonatele centrului de masa al lantisorului
1
C): y=—|e'+e " )=chx
(€): y=3(e+e”)

cuprins intre punctele A4(0,1) si B(a,cha).
Solutie. Avem:

dl =1+ y” dx =~1+sh® x dx = ch xdx
iar de aici:

1=(£)d1 = [chxdr=sha

Apoi:

a

My = I xdl =Iaxchxdx=xshx —Iashxdxzasha—cha+1
(©)

0 0
0

iar
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a

a 1 a 1 sh2x
M = dl=| ch’xdx=—| (1+ch2 =—
= [va= e =g (42 [xe 2]

0

aau in final:

M. = a. sh2a
2 4
Mai departe vom scrie:
M M
_ y — X
c=— 1=
iar dacd se inlocuiesc M, si M, se obtine:
asha—(cha-1 ha-1
E= ( )=a—c = _a-thd
sha sha 2
si
a sh2a
B * 4 a  cosa
77 =

= +
sha 2sha 2

29. Determinati centrul de masa al primului arc al cicloidei
x=a(t—sint
(C): ( ) (0<r<27)
y=a(l-cost)
Solutie. Primul arc de cicloida este simetric in raport cu dreapta x =ra, astfel
ca centrul de masa al arcului de curba este situat pe aceasta dreapta i.e.
E=rma
Intrucat, lungimea arcului de cicloid este:
[ =8a
urmeaza ca ordonata centrului de masa are expresia:

1 1 2 Lt a (2r ., t
nzj(l)ydlzglazjo (l—cosz)smgdtzgj.0 sm35dt

sau 1n final:

_4
g 3

30. Determinati coordonatele carteziene ale centrului de masa corespun-
zator arcului de cardioida:

(C): p=a(l+cos6’)
cuprinse intre punctele de parametrii 6, =0 si 6, =x.
Solutie. Reprezentam ecuatiile cardioidei sub formad parametricd (vezi
figura).
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| M(0)
)6 A
O=n ¢ 0=0 «x
x=pcos@=a(l+cosf)cosb
p . ( ) . (0<o<7)
y=psin@=a(1+cosf)sinf
Intrucat lungimea cardioidei este 8a, iar
dl = \|x"* +y" d9=2acos§d9
avem:
§=—I =—I 1+cos«9 sind - 2acos€d0—
=2ajﬂcos4gsingd0=—iacos5— =—a
o 272 .
Analog
—ljlxa’l—i ”a(1+0050)c056’-2acosgd6’—
7 [ 4q 70 2

=aI cos@cos’ gdﬁ aj 2cos’ g—cos g do
2 2 2

Notam: gzt, astfel ca:

n=2a(2H; —H3)

unde H, este definit prin:

z —1)n
H, ijcos”edez(m !
0

m!!
pentru m numadr natural impar.
Tinand seama de valorile H, si H, obtinute din relatia anterioard, se gaseste
in final:
n= 26{2 ﬂ—gjzia.
5-3 3/ 5
Astfel centrul de masa C' va avea coordonatele carteziene:
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E=—a
(©):4 3
U=§a

Interpretare geometrica: centrul de masa al arcului superior de cardioida
este situat pe bisectoarea intdi, desi, arcul insusi nu este simetric fatd de
prima bisectoare.

31. Determinati centrul de greutate al domeniului plan marginit de elipsa
4x* +9y* =36 si cercul x* +y” =9 si situate in primul cadran (vezi figura).
Solutie. Mai intdi, vom calcula momentele statice:

- 2 . . .. . .
Notam: y, = Ex/9 —-x* §i y, =V9-x, xe[0,3] respectiv ecuatiile explicite
ale arcelor de elipsa si cerc situate In primul cadran.

y
3

(0] 3 X
Scriem mai departe:

e [ 57 1 e oo

Evaluand ultima integrala, se obtine:
M, =3
unde am tinut seama de integrala:

Inzﬁx“ﬁf—x%k neN

T =—J[9x)—g“} :‘I[ Jd

sau 1n final:
M, =5

Apot:
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Aria sfertului de cerc de raza 3 este egala cu 97”, iar aria sfertului de elipsa

. . - 3z . . C o
de semiaxe a=3 i b=2 este egala cu E% Prin urmare, aria domeniului

plan hasurat va fi:

_ 97 3z _ 37
T4 2 4
Asadar
gt 4
S
M, 20
Y

32. Determinati coordonatele carteziene ale centrului de greutate al
domeniului plan marginit de curba:

(C): p=acos’d, (a>0)
Solutie. Intrucat p >0 in toate cazurile, curba dati se parcurge dupi sensul
indicat 1n figura.

A NN T LT o . e .
cand @ variaza intre 3 s1 5 In virtutea paritatii functiei cosé curba este

simetrica Tn raport cu axa polara si trece prin originea axelor cand 6= i%.
Calculam mai intai aria domeniului D marginit de curba C.
_ . _ 1 B 2 _ 1 % 2 6 _ 2
S = arla(D) _EL yo) (H)dé’ =2 E-‘-O a cos’0df=a

unde H, a fost definitin capitolul 1.
Cum
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z 1-3-5 5
H, =I2coséﬁd0=—-£=—ﬁ
0 2-4-6 2 32
rezulta ca:
S=—na’

32
Vom alege sensul axei polare ca in figurd. In acest caz, ecuatiile
parametrice ale curbei vor fi:

— _ 4
x=pcos@=acos 0 (—Zsegfj
y=psin¢9=asin900536’ 2 2
Ordonata centrului de greutate este 77 =0, iar abscisa:
2.[0 xydx g3 .~

= 37
&= — s - Tfoz cos'’@sin’ 0dO == %J.Oz (cos10 0 —cos"” Q)de

sau, cu notatiile de mai sus:
3
528%(1—[10_1—[12)

Unde:

13579 x

72.4.6-810 2

_1:3:5-7-9-11 #

" 2.4.6-8-10-12 2
Inlocuind mai sus obtinem, in final:

21
=—a.
$= 20

33. Determinati coordonatele centrului de greutate ale domeniului plan

o« .. 2 . . . . .
marginit de dreapta y =—x si de sinusoida y =sinx, (x>0) (vezi figura).
v

. 2 . . . <A :
Solutie. Dreapta y=—x si curba y=sinx se intersecteaza in punctele O si
v

(5
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y
3
I A
|
0 z X
2
Aria domeniului hasurat este:
. 2 4 -
S=I2 sinx —Zx dx=""%
0 T 4
De aici, rezulta:
ljE sinz)c—i2)c2 dx . N
ég_2 0 T 2 Fl—costdx_ix_z B
4-r 4—r|d0 2 7’ 3,
4
_ 2 |[x sin2x|2 72| &
4—7||2 4 |, 6 6(4—x)
Apoi:
(. 2 .
I x| sinx——x |dx ,, s
= il __4 J‘Exsinxa’x—x—2
7= 4-r C4—g| o 7|,
4
Cum:

T

j.ozxsinxdx =1

obtinem, in final:
4 ~  12-x

"= 47 3(4-n) 3(4-7)
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34. Folosind eventual teorema a doua a lui Guldin-Pappus sa se determine
pozitia centrului de greutate al domeniului marginit de axa Ox si unul din
arcele cicloidei:

(©) {xza(t—sint)

y=a(l-cost)

Solutie. Din simetria in raport cu axa x =za (vezi figura) rezultd ca abscisa
centrului de greutate este & = ra.

Pentru a gasi ordonata 7 sa observam cd volumul generat prin rotatia
arcului in jurul axei Ox este:
V=5ra

iar aria domeniului plan marginit de arcul de cicloidd si axa Oxeste
S =3za’

Mai departe, utilizdnd teorema a Il-a a lui Guldin-Pappus, obtinem:
V=213

de unde:
Vo sria’ _Sa

1= 00s 23 6

35. Un triunghi echilateral avand lungimea laturii egald cu a se roteste in
jurul unei axe paralele cu baza §i situatd la distanta b>a de baza.
Determinati volumul solidului de revolutie.
Solutie. In functie de pozitia triunghiului relativ la axa de revolutie
distingem doua cazuri (vezi figura). Vom aplica teorema a II-a a lui Guldin-
Pappus pentru:

a*\3

4

S:
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a) b)

Centrul de greutate G este situat la intersectia medianelor triunghiului la

doua treimi de varful 4 i.e. la o distanta

n:Osz—l-&zb—a\B
3 2 6
in primul caz a) si respectiv:
n=0G=b+ “63

in cel de-al doilea caz. Prin urmare, volumul corpului de revolutie va fi in

cazul a)

Cl\/g az\/§ 7m2
V=27z77S=27{b— - J = (263 -4a)

respectiv:
2
wa
V== (26v3 +a)

in cazul b)
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Exercitii propuse

1. Determinati centrul de greutate al placii omogene plane marginite de
parabola y =x’ si prima bisectoare.

R c( 2)
2’5
Indicatie. Notam f (x)=x2, g(x)=x, x<[0,1], iar apoi, se evalueaza:
jbx[g - x ]dx
[[Le(x)-r ]dx
I (x x ]dx
2 I[7[g(x ]dx

2. Determinati centrul de greutate al placii omogene marginite de elipsa
2

x’ +y7 =1 si situatd in semiplanul y >0.

R: &£=0, nz%.

Indicatie.

-1 0 1 x

Se poate folosi teorema a doua a lui Guldin sau relatiile:
M, M
5 = J 5 77 = X
S S
unde M, si M, sunt momentele de inertie in raport cu axele Ox si,

respectiv, Oy (vezi (2')).
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3. Sa se determine centrul de greutate al placii plane omogene:
Dz{(x,y)eR2 |O£y£sinx,0£x£7r}

VA VA
R: =—,nN=—
£=5 1y
Indicatie. (Vezi figura)
Yy
y =sinx
77 |
0 z .
£=2
2

4. Sa se determine centrul de greutate al placii plane omogene marginite de

curbele:

y=x
D: ye
x=0
x=4
8
R: (C): §_§
n=0
Indicatie. (Vezi figura)
y
4 _____
¥
Y
0 //// )4 x
LS
¢
4L _ _ _ _

5. Sa se determine centrul de greutate al sfertului de disc de raza R.
4R 4R

R: :—, =
d RY/4 g RY/4
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Indicatie. Se aplica relatiile de la exercitiul I pentru f(x)— g(x) si
g(x) =0.

o ¢ ) x

6. Sa se determine centrul de greutate al semicoroanei circulare omogene:
D:{(x,y)e]R2 |r? <x* +y° S]RZ}.
4z r +rR+R’

foemhmm TR

Indicatie. A se vedea exercitiul 1.

f(x)=+
—-R —r 0

7. Se da un cerc (C) de raza R. Se imparte raza in trei parti egale si se
< < R . . . . <
traseaza cercul (C,) de raza 3 tangent interior primului cerc. Sd se afle

centrul de greutate al discului marginit de cercurile (C) si (C,) (vezi figura

alaturata).
R: £=0,7= ER
12
Indicatie.
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O X

Se aplicd teorema a doua a Iui Guldin luand ca axd de rotatie tangenta

comuna Ox la cele doua cercuri (C) si (C,).

527°R?

Volumul corpului de rotatie in jurul axei Ox este V= T iar aria

. R’
domeniului D este § = zR* - 2.

8. Sa se determine centrul de greutate al placii omogene limitatd de

semielipsa:
2 2

XY

—+==1, 20
aZ b2 y
R §=0, ="

Indicatie. Se procedeaza ca la exercitiul 5 sau se poate aplica teorema a
doua a lui Guldin.

9. Sa se determine centrul de greutate al sectorului circular de raza R si de
deschidere « avand o laturd pe axa Ox (vezi figura).

2 Rsina
§_3 a
R:
4Rsin2g
_1 2
g 3 a

xtgo 0<x<bh
Indicatie. Notam f(x)=
R*-x* b<x<R
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0

Aria sectorului circular este:
S =I;xtgadx+jbR\/R2 —x’dx
iar
S-& =I:x2 tgoca’)chJ':xle2 —x’dx
Se obtine: S =R’ % ,lar S¢& =%R2 sina.
Pentru evalurea lui 7 se poate observa ca dreapta y = xtg% este axd de

simetrie, astfel ca n=¢ tg% s.a.m.d.

Observatie. Pentru « = 7 se obtine rezultatul de la exercifiul 5.

10. Sa se determine centrul de greutate al placii omogene plane marginite
de sfertul de elipsa:

2 2

X

?+)b}—2=1, x=0, y=0.
_da A

37z’77 RY/4

Indicatie. Notam f (x)= 2\/a2 —x* . Se aplica teorema a doua a lui Guldin
a

R: ¢

unde S:”Tab, iar V:ﬁjoaf2(x)dx
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0 a X

11. Sa se determine momentul de inertie al unei placi semieliptice de
seminaxe a si b avand diametrul pe axa Ox, fatd de aceasta axa:

2
R: Izmj , unde m=p-zab.

Indicatie. Notam f(x) =é'\/a2 -x’, xe[-a,a]. Se evalueaza:
a

— Lo 3(x)dx
1_3j_af()d.

12. Sa se determine momentul de inertie al sfertului de disc de raza R in
raport cu axa Ox.
mR’ 7R®
,unde m = p, 2
Indicatie. Notam f(x)=+R’>-x*, xe[0,R] si se procedeaza ca la
exercitiul anterior

R: I=

13. Sa se determine momentul de inertie al unui cilindru circular fata de axa

sa de simetrie Ox.
2

R: ]=m%,unde m=p,-xr’h
Indicatie. Se noteaza r, raza bazei si 4, inaltimea cilindrului, iar f(x)=r,

(b—a=h), se evalueaza I =%pojohf4 (x)dx.

14. S&a se determine momentul de inertie fatd de axa Oxal elipsoidului
generat de rotirea elipsei:

X y:1

+_
a b’

in jurul acestei axe.
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2
R 1=2mb

unde m = p, 4Tﬂab2
Indicatie. Notam f(x) :éxla2 —-x*, xe[-a,a] sise evalueaza
a

I=2-%p0faf4(x)dx

15. Sa se determine momentul de inertie al unei sfere omogene pline de
razd R fata de un diametru al ei Ox.

2mR’ 4zR’
= ,unde m = p, 3
Indicatie. Notam f(x)=vR’-x*, xe[-R,R] si se procedeazid ca la
exercitiul 14.

R: 1

16. Sa se determine momentul de inertie fatd de axa Ox al placii omogene:
Dz{(x,y)eR2 |a£x£b,c£y£d} (a,b,c,d >0)

R: 1=m(c2 +cd+d2), m=p,(b—a)(d—-c)
Indicatie. Notam f(x)=c, g(x)=d, xe[a,b] siseevalueazd unde

I=p,[ [ (x)=f* (x) S, dS=(b-a)(d~c)dx.

17. Sa se determine momentul de inertie al arcului de cerc x*+3° =R’
situat in primul cadran in raport cu axa Oy.

mR* 7R?
, unde m=

R:
. o R
Indicatie. Notam f(y)=+/R*-y*, apoi evaluam I, :IO 2o (v)dy.
18. Determinati momentele statice in raport cu axele Ox si Oy ale arcului

de parabold y°=2x cuprins intre punctele de abscise x=0 si x=2,
(y>0).

R: M, =§(sﬁ—1), M, =§\E+%m(2+ﬁ)

Indicatie. Se tine seama de relatiile stabilite In prezentul paragraf.
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19. Determinati momentele statice in raport cu axele de coordonate ale

segmentului X+2=1 avand extremitatile situate pe axele de coordonate
a

(a,b>0).

R: M, =§ @b, M, =%\/a2+b2
Indicatie. Notam y, =b(1—£j, ¥, =0 si se aplica relatiile stabilite pentru
a

calcul momentelor statice.

b9

0 a X

20. Sa se determine momentul static in raport cu axa Ox a arcului de curba

. N V2 T
y=cosx cuprins intre dreptele x = —5 §ix=Tn

2
R: «/E+ln(1+\/§)

Indicatie. Notam f (x)=cosx si apoi evaluam M, = I ydl.

21. Determinati momentul static in raport cu axa Ox a figurii plane
marginite de curbele y=x* si y=+/x.

3
20
Indicatie. Cu notatiile din figurd se tine seama de relatiile stabilite n
prezentul paragraf.

R:
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0 x
22. Sa se determine momentele de inertie n raport cu axele de coordonate
ale triunghiului marginit de dreptele x=0, y=0 si = +% =1, (a>0,b>0).
a
3 3
Re 1= -4
12 Y12
Indicatie. Se tine seama de relatiile de calcul stabilite la inceputul acestui
paragraf.

B(0,b)

0] f(x)=0 A(a,O) x

o .- b . .
Cum masa placii este m= p, = % putem scrie echivalent:

mb® ma’
=21 =
! 6 ! 6

23. Sa se determine momentul de inertie al trapezului ABCD 1n jurul bazei
AD, dacd AD=a, BC =b iar Indltimea sa este 4.
(a +3b)h3 B m(a +3b)

12 3(a+b)

Indicatie. Alegem axele de coordonate ca in figura de mai jos si tinem
seama de relatiile de calcul stabilite la inceputul acestui paragraf.

R: I=
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24. Determinati centrul de greutate al figurii plane marginite de parabola
1 1 1

x2 +y2? =q? si axele de coordonate.

a
R: = = —
g=n 5

Indicatie. Se aplica relatiile de calcul corespunzudtoare pentru:

f(x)z(\/;—\/;)z , X€E [O,a].

y
£ (x)=(Va—x)
a
JAC(Em)
5
O a a X

25. Determinati centrul de greutate al arcului de curbd y=cosx cuprins
A Y/ T
ntre x=-— §1 ng.

=—+—"—, 5=0
s o3
Indicatie. Se evalueaza & si n dupa relatiile:

%J.gﬁ cos” xdx
_c3
d S

s
J‘3ﬁxcosxdx

n=———=0
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\
/

Wy 4 —

T
unde: S = J. 3 cosxdx
3

26. Determinati coordonatele centrului de greutate ale domeniului plan
marginit de curba:

(C):y2 =ax’ —x*
Sa
R: =—, =0
c=g 7
Indicatie. Din simetria curbei in raport cu axa Ox rezultd n=0. Evaludm

. 1 . . 9
separat S = 2_[01 Vax' —xtdx §i M, =2 5 J‘;(ax3 —x4)dx, iar apoi, rezultd

==

27. Determinati coordonatele carteziene ale centrului de greutate al arcului
de spirala logaritmica:

(C): p=ae’, %SHS;;

2 2
] ale’™ —é~ ae” -2e"
Re o=y =5+
4 2 s 2
e —e e —e
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Indicatie. Se trece la coordonate parametrice luand x = pcosé, y=psiné si

se Tnlocuieste 1n relatiile:
1 2
2(£)x|y|dl [y al

&= ) 77=(C) , ZZE\/p'erpzdﬁ.
2

[

[

Y

28. Un hexagon regulat avand latura de lungime a se roteste in jurul unei
laturi. Determinati volumul solidului de revolutie astfel obtinut:

3
R: V:97m

Indicatie. Se aleg axele de coordonate ca in figura aldturatda si se aplica
teorema a doua a lui Guldin.

V =27znsS
Evident, n:#, jar S =3a%3.
y
e 0 4 x
2 2

29. Sa se determine centrul de greutate al arcului omogen de curba:

(C):

X =z(3cost—cos3t)
2 (Oﬁtsfj

y =%(3sint—sin3t)
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Indicatie. Se evalueaza [ = J’OE\,x/z +y" dt, apoi:

1
M, :5(£)x|y|dl, M, =(£)y2 dl

. . M
iar mai departe, &= l" , n=—".
n

0 x

30. Sa se determine centrul de greutate al placii omogene marginite de
cicloida y*(2a—x)=x’ si asimptota sa (vezi figura).

S5a
R: .f:?, n=0

Indicatie.
y
0] x=2a ¥
X
Notam f(x)=x , xe|0,2a
()= velo2a)
Evaluam:
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Jja xf (x) dx

~ p2a
IO f(x)dx
Pentru calculul integralelor se recomanda schimbarea:
2at’
xX—>t.. =t x= 5
2a—x 1+¢

31. Determinati centrul de greutate de forma unei bucle a curbei:
(C): r=acos26
Indicatie. Alegem bucla hasuratd pe care o rotim in jurul axei Oy (vezi

figura). Apoi, se aplica teorema a doua a lui Guldin:
V =21£S

2

unde S =aria(D)= "9 (am vizut mai sus), iar

3272'612\/5

V,=7sz2d=
o= dy 105
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4.3. Probleme diverse

1. Determinati aria portiunii plane marginite de curbele: y” =x" si y" =x"
(m,n eN) situate in primul cadran.

2. a) Demonstrati ca aria trapezului curbiliniu marginit de axa Ox, dreptele
x=a, x=b si de parabola y= Ax’+Bx’ +Cx+ D se poate calcula utilizind
formula lui Cebagev:
5= b—a{y(a+b 1 b—a}+y(a+bj+y(a+b +Lb—aﬂ
3 2 2 2 2 2 2 2
b) Demonstrati ca aria trapezului curbiliniu marginit de axa Ox, dreptele
x=a, x=>b side parabola de gradul 5:
yzf(x)zAx5 +Bx*+Cx’ +Dx* + Ex+ F
se poate calcula folosind formula lui Gauss:

b-a a+b 3b-a a+b a+b 3b-a
S = 5 |:5f( 5 —\/; 5 J+8f( 5 j+5f( 5 +\/; 5 J:l

m-—n

dacad m si n au paritati diferite

R:
m+n

m-—n - .
4 daca m si n sunt ambele pare
m+n

m-—n - . .
2 dacd m si n sunt ambele impare
m+n

Indicatie. Curbele y” =x" si »" =x" se intersecteaza in punctele (0,0) si
(1, 1) din primul cadran. Aria domeniului plan marginit de aceste curbe si
situate n primul cadran este:

T m
J- X" —=x" [dx
0

In functie de paritatea sau imparitatea lui m si n, figura este fie simetrica in
raport cu axele de coordonate (daca m si n sunt pare), fie in raport cu
originea (daca m si n sunt impare). Dacd m si n au paritati diferite, atunci
curbele marginesc suprafata situata in primul cadran.

3. Demonstrati ca aria figurii marginite de oricare doua raze vectoare ale
spiralei logaritmice p=ae™ si arcul cuprins intre ele este proportional cu
diferenta patratelor lungimilor acestor raze.

Indicatie. Se recomanda calculul ariei trecand la coordonate polare.
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4. Demonstrati ca daca doua solide continute intre planele paralele (P) si
(Q) au proprietatea ca, tdindu-le cu orice plan (R) paralel cu (P) si (Q),

se obtin corpuri echivalente, atunci volumele acestor solide sunt egale
(Principiul lui Cavalieri).
Indicatie. Intrucat corpurile echivalente au arii egale, functia S(x) ce

intervine in formula de calcul al volumului V =ij(x)dx este aceeasi si

corespunzator valorile integrale sunt egale.

5. Determinati daca functia S(x),(0<x<#h) reprezentdnd aria sectiunii
unui solid cu un plan perpendicular pe axa Ox este un polinom de grad cel
mult egal cu trei, atunci volumul solidului este egal cu:
14 =ﬁ[s(o)+4s(ﬁj+s(h)}
6 2
Utilizdnd acest rezultat, s se deduca relatiile de calcul pentru volumul
sferei, conului si paraboloidului de revolutie.

Indicatie. Relatia din enunt se deduce direct din formula lui Simpson:

[ 7= r0)41( 3] 70)

2.2
r X

h2

lar pentru sferd S(x)z;r(rz—xz), pentru con S(x)= si pentru

paraboloidul de revolutie S(x)=27px

6. Demonstrati ca volumul solidului generat prin rotatia in jurul axei Oy a
domeniului plan:
Dz{(x,y)eIR2 0<y<y(x), anSb}

cu y(x) o functie continua, este egal cu:
b
V= 27Z'J. xy(x)dx.

Indicatie. Se imparte trapezul curbiliniu in benzi paralele Ax si se scrie
elementul de volum corespunzator unei benzi: AV =27zxy Ax.

7. Demonstrati cd volumul solidului format prin rotatia in jurul axei polare,
a domeniului plan:

A={(p,0)eR2 |0Sp£p(6’), OSaSHSﬂSE}
este egal cu:
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2
3 Ja

V p3(9)sin9d6’

8. Demonstrati ca lungimea arcului de curba dat de ecuatiile parametrice:
(©) x=f"(t)cost+ f'(t)sint
' y=—f"(t)sint+ f'(t)cost

<t<t,)

este egal cu:

[f(tZ)_f(tl)]+[f”(t2)_f”(tl)]

Indicatie. Se utilizeaza formula de calcul a lungimii unui arc de curba
reprezentat parametric.

9. Determinati lungimea arcului de curba reprezetat parametric de ecuatiile:
1COST tsint
X= j —dr, y= .[ dr
7 T
cuprins Intre origine si cel mai apropiat punct de pe tangenta verticala la
aceasta curba:

R: lnZ
2

Indicatie. Punctul (r=1) cel mai apropiat fatd de origine cu o tangenta

. - . T
verticala corespunde lui 7 = 5

10. Sa se deduca formula pentru lungimea arcului in coordonate polare
plecand de la definitie fara a trece de la coordonate carteziene la cele polare.

11. Sa se arate ca lungimea /(x) a arcului de lantisor cuprins intre punctul
(0,1) se exprima prin:

I(x)=shx
si sd se gaseasca ecuatiile parametrice ale acestei curbe utilizand lungimea
arcului ca parametru.

12. Un fir flexibil este suspendat in punctele 4 si B situate la aceeasi
inaltime. Distanta dintre extremitdti este A4B=2b, iar sageata este f.
Presupunand ca forma firului este o parabold, sa se arate ca lungimea lui

este:
/= Zb{l +g(£j2}
3 b
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f

unde raportul = este suficient de mic.

13. Sa se determine aria domeniului plan marginit de bucla curbei:

V= l—x 2x
3

si aria cercului a carui circumferinta este egald cu lungimea curbei.

27r\/§

15

14. Sa se determine lungimea arcului de curba format prin intersectia
cilindrului parabolic:

( y+ 2)2 =4ax
cu conul eliptic:
4 2 2 2
—x +y -z =0
3 y
cuprins intre origine si punctul M (x,y,z).

R: \/EZ

15. Sa se arate ca aria elipsei:
Ax’ +2By+Cy’ +2Dx+2Ey+F =0 (AC-B’>0)

este egala cu:

N ABD
S=———"" _ unde A=|BCE
(AC—BZ)5 DEF

16. (a) Sa se determine aria S a domeniului plan marginit de arcul hiperbolic
x*—y*=1, x>0 si raza vectoare corespunzitoare unui punct M (x,y)

arbitrar pe hiperbola.
(b) Sa se determine aria sectorului circular Q marginit de axa Ox si raza
vectoare a unui punct N(x,y) situat pe cercul x’+)°=1. Sa se arate ca

punctele M si N au coordonatele respectiv egale cu:
x,, =ch2S  [x, =cos20
i
Yy =sh2S§ Yy =sin20

1 7 1
R: a) =In(x+y), b) =~ ——arcsinx
) 2 ( y) ) 4 2
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17. Utilizand teorema I a lui Guldin, sa se arate ca centrul de greutate al
unui triunghi este situat la o treime de baza.

18. Fie & abscisa centrului de greutate a trapezului curbiliniu mérginit de
curba y=f(x) cu x=5b. Atunci are loc egalitatea:

[ (ax+b)f (x)dx=(ag +b)[ s (x)x
(Regula lui Veresciaghin)

19. Fie un sector curbiliniu marginit de doud raze vectoare si o curba
p=f(0) cu f(0) functie continud. Sa se arate ca centrul de greutate

corespunzator acestui sector are coordonatele:
6, 0, .
2jg‘p3cos0d0 2,[9 p’ sinfdo
= 5 0, 2 = 3 0, 2
R T

unde 6, si 6, sunt unghiurile facute de cele doud raze vectoare cu axa

g

2

polara.

20. Sa se arate ca centrul de greutate al arcului de curba p=f(6) cu 1 (6)
continua este dat de:

0, , 0, . ’
.[91 pcosOyp’ +p* do _f@l psinO\p* + p'* db

J:Z\/p“rpud& e j;lep“rp’zd&
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